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Kivonat

Anyag-geometria csatolas jelenlétében egyes modositott gravitacios elméletekben az energia-
momentum tenzor nem kovaridnsan megmaradé mennyiség [1], ami a rendszer disszipativ jel-
legéhez vezet, és igy nyilt rendszerek termodinamikdja révén értelmezhetd [2]. Jelen munkaban
egy 1j megkozelitést javasolunk a Herglotz-féle variaciés elv alkalmazéasaval. Ez az elv a
klasszikus variacios elv természetes altalanositasa disszipativ rendszerek esetére, amely egy-
szerli és koherens keretet biztosit az ilyen tipusu rendszerek leirdsara. Korabbi munkakban
[3][4] ezt az elvet mér alkalmaztak gravitacids elméletekre, gyakran mesterségesen bevezetve
a disszipaciot olyan elméletbe, amely nem disszipativ. Ezzel szemben mi olyan elméletekre
alkalmazzuk a Herglotz-féle formalizmust, ahol az energia-momentum tenzor nem megmaradd
eleve. Ennek kovetkeztében a téridé egyenletekben 1j disszipativ tagok jelennek meg, amelyek
megfelel6 dinamikai feltételezésekkel lehetéséget nytjtanak arra, hogy az energia-momentum
tenzor kovariansan megmarad6 mennyiséggé valjon. A korrespondencia elvével 6sszhangban

téregyenleteink specidlis esetekben visszaadjak az irodalomban ismert eredményeket.



Abstract

In certain modified theories of gravity where there is a nonminimal coupling between matter
and geometry, the energy-momentum tensor is not a covariantly conserved quantity [1], which
leads to the dissipative nature of the system and can be interpreted in terms of the thermody-
namics of open systems [2]. In this work, we propose a new approach based on the application
of the Herglotz variational principle. This principle represents a natural generalization of the
classical variational principle to dissipative systems, providing a simple and coherent framework
for describing such types of systems. In previous works [3][4], this principle has already been
applied to gravitational theories, but with dissipation introduced artificially into a theory that
was originally non-dissipative. In contrast, we apply the Herglotz formalism to theories in which
the energy-momentum tensor is not conserved. As a result, new dissipative terms appear in
the field equations, which, under suitable dynamical assumptions, allow the energy-momentum
tensor to become a covariantly conserved quantity. In accordance with the correspondence

principle, our field equations reduce, in special cases, to results already known in the literature.
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Bevezeto

Az éltaldnos relativitdaselmélet sziiletése alapveté mérfoldkének tekintheté a tu-
doménytorténelemben [5],[6],[7]. Nemcsak szdmos jelenség leirdsara bizonyult alkalmasnak, de
meghatérozé médon jarult hozza modern viladgszemléletiinkhoz is [8],[9]. Az utébbi évtizedek
kisérleti eredményei feltartdk azonban, hogy az Einstein-féle relativitdselméletnek megvan-
nak a maga korlatai és csupan kozelitésként szolgalhat egy mélyebb, atfogébb gravitaciés
elmélethez. Bar szamos kérdés esetén nagy pontossagu elorejelzésekre képes, ezek az Univer-
zum skalajan lokalisnak tekinthetd, Naprendszer 1éptéki dinamika szintjére korldtozédnak. A
jelenleg standardnak szamité ACDM kozmoldgiai modell ugyan illeszkedik az adatokhoz, azon-
ban tébb komoly kérdést is felvet. A modell szerint az Univerzum energia-stiriiségének 70%-4t
sotét energia alkotja, amelyet a kozmoldgiai alland6val (A) irunk le. Ez azonban két jelentds
problémat eredményet. Egyrészt a kvantumtérelméleti vakuumenergia és a megfigyelt A értéke
kozott nagysagrendi eltérés van, mésrészt egy olyan Univerzumban, amelynek skalafaktora a,

a szokasos (barionos) anyag stirtisége (o) az pp, ~ a3

Osszefliggés szerint csokken, mikoézben
a kozmolégiai allandéhoz kapcsolédd energiasiiriiség (py) valtozatlan marad. FEz hosszu tdvon
egyre domindnsabba teszi a sotét energiat, amire a jelenlegi modell nem ad magyarazatot.

Ennek fényében, az utobbi évtizedekben egyre nagyobb figyelem irdnyult a mdédositott gra-
vitacios elméletek felé, melyeknak szamos aga alakult ki idovel. Ezen elméletek egyik jelentos
irdnyvonala a hatds explicit altalanositdsan alapul, ahol a Ricci skalart (R) egy analitikus
figgvénnyel helyettesitik (pl. f(R), f(R,T), f(R, L), f(R,T,R,,T")). Egy mésik irdny vi-
szont a geometria mélyebb szintl tjraformalasan alapul, ahol nem a Levi-Civita kovarians
derivaltat tekintik alapértelmezettnek, hanem alternativ kovarians derivaltakat vezetnek be,
melyekben megjelenhet a torzid, non-metricitas. Jelen dolgozatban a standard Levi-Civita
kovaridns derivélttal fogunk dolgozni, ahol a metrika konnexié kompatibilis (avagy a metri-
kus tenzor egy kovaridnsan megmaradé mennyiség, V,g,, = 0) és a Christoffel-szimbélum
alsé indexei szimmetrikusak. Ezen modositott gravitacios elméletek lehetové teszik az anyag
és a geometria kozotti nemminimélis csatolas kialakuldsat, melynek kovetkezménye, hogy az
energia-momentum tenzor mar nem lesz megmaradé mennyiség (V*7),, # 0).

Korabbi munkak ramutattak arra, hogy a nyilt rendszerek termodinamikéja &altal az
energia-momentum tenzor nemmegmaradasa értelmezheté gy, mint egy irreverzibilis ener-
giadgramlas a gravitacios szektorbdl az anyag szektor felé, mely altalanossagban részecskék
keletkezéséhez vezethet. Ezen elméletek kutatasa Prigogine és tarsai munkdajaval indult el
a 20. szazad végén, akik irreverzibilis anyagteremtés tanulmanyozasaval foglalkoztak a koz-
molégiaban. Késébbiekben ezt a keretrendszert kovarians formaban altalanositottak, kiilonosen
az entrépia és részecske-négyesaram vektorok bevezetésével. Az utobbi években a nyilt rendsze-

rek irreverzibilis termodinamikajat fokozott érdeklodés ovezi a széleskorii alkalmazhatdsagabdl
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kifoly6lag. Fontos kihangsilyozni azonban, hogy ezen tanulmanyokban nincs specifikdlva mi-
lyen részecskék is keletkeznek valéjaban, hiszen ezek természetének meghatarozasahoz kvan-
tumtérelmélet sziikséges. Ez azonban tovdabbi bonyodalmakat vet fel, révén, hogy a gra-
vitacidelmélet klasszikus kereten beliil mozog és jelenleg nem all rendelkezésiinkre egyetlen
kisérletileg igazolhaté kvantumgravitacios elmélet sem.

Az el6z0, inkabb konceptualis természetii probléma mellett komoly nehézségek jelentkeznek
a kisérleti adatok szintjén is. Szamos nemkonzervativ gravitacios elmélet esetében kimutatték,
hogy a megfigyelések szigoru felso korlatokat allitanak a nemkonzervativitas mértékére. Ponto-
sabban, még abban az esetben is, ha az energia-momentum tenzor nem megmaradd mennyiség,
a nem-megmaradéas mértéke rendkiviil kicsi, gyakorlatilag elhanyagolhaté. Ezen két problémat
szandékozik athidalni a Herglotz variacios elv, mely egy kiterjesztése a klasszikus variacios elv-
nek. A klasszikus variacios elv a modern elméleti fizika egyik alappillérének tekinthetd, azonban
olyan szempontbdl hidnyossagokat mutat, hogy nem &all rendelkezésre altalanos variacids for-
malizmus a disszipativ rendszerek kezelésére. Egy érdekes alternativa a Herglotz variacios elv,
mely disszipativ dinamika leirasara alkalmas. Azon tekintetben jelent radikalis djitast, hogy a
hatast dinamikus mennyiséggé emeli, igy a Lagrange fiiggvény kozvetleniil fligghet magatol a
hatastol. Korabbi munkék sikeresen kiterjesztették a Herglotz elvet térelméletekre is, lehetové
téve példaul az elektromagneses mezok disszipativ kozegekben valé lefrasat.

A Herglotz variacios elvet kordbban mér alkalmaztdk gravitdcids elméletekben, azonban
ezekben a munkakban a motivacié gyakran nem volt vilagosan megfogalmazva, vagy pusztan
formai altalanositasra szoritkoztak. KEgy konkrét példa az Einstein-féle f(R) = R elmélet
vizsgalata, ahol az energia-momentum tenzor eredetileg megmaradé mennyiség. A [3] dolgo-
zatban bevezettek egy disszipaciot a Herglotz elv alkalmazasaval, igy nemkonzervativva téve
a rendszert. Késébbi elemzések azonban kimutattak, hogy ez a modell csak akkor alkalmas a
kisérleti adatok leirasara, ha a Herglotz mezdre olyan dinamikat posztulalnak, amely az energia-
momentum tenzort megmarad6vé teszi [10]. Jelen dolgozat célja, hogy fizikai motivicidval
lassa el a Herglotz elv alkalmazasat: bemutatjuk, hogy ez a formalizmus segitségével nemcsak
a V*T,, # 0 tipusti problémék oldhaték meg, hanem elkeriilheté mindenféle részecskealapt
interpretacio is, igy megszabadulunk a kvantumtérelméleti bonyodalmaktél. A Herglotz mezé
lehetséges alternativ magyarazatokat adhat a sotét- energia és anyag leirdsara is.

A tovabbiakban a dolgozat felépitését vazoljuk. Az 1. fejezetben réviden bemutatjuk
az Einstein-féle altaldnos relativitaselmélet geometriai alapjait, illetve ennek alkalmazasait.
Részletes hangsulyt fektetiink arra, hogy a gravitacié ezen az elméleten beliil nem egy erd,
mint a klasszikus mechanikdban, hanem a téridé gorbiileteként értelmezheto. A 2. fejezet-
ben egy rovid attekintést mutatunk be az Einstein-féle gravitaciéselmélet nagy skéalan 1évé
modositasaihoz. Ezek ahhoz sziikségesek, hogy a megfigyelési adatokat helyesen irjuk le, a sotét-
energia és sotét anyag bevezetése nélkiil. Kideriil azonban, hogy ezen modositasok problemati-
kusak tobb szempontbdl is. A legnagyobb probléma az, hogy az energia-momentum tenzor nem

egy kovaridnsan megmaradé mennyiség, mint az Einstein-féle relativitdselméletben. Ez nem



csak egy filozofiai probléma, mivel az energia-momentum tenzor nemkonzervativitasara van-
nak szigori korlatok megfigyelési adatokbdl, ugy f(R,T) elméletekben [11], mint altaldénosabb
elméletekben is [12], amelyek tartalmaznak nemkonzervativitdst. Specifikusan az f(R,T)
elmélet esetében, olyan modellekben, amelyek f(R,T) = fi(R) + fo(T) alakiak valamilyen
f1, fo-re, megfigyelési adatok alapjan kizar. Feltételezve, hogy a nonkonzervativitas mértéke
kicsi és belefér a megfigyelési korlatokba, felmeriil a kérdés, hogy az energiaval mi torténik, ha
nem marad meg, hova disszipalodik, vagy mire hasznalédik fel. Prigogine munkéjara alapoz-
va, Harké és kollaboratorai kimutattak [2], hogy a nemkonzervativitds értelmezhetd a nyilt
rendszerek termodinamikéja altal, részecskék produkcidjaként vagy annihilaciéjaként. An-
nak ellenére, hogy ezen részecskék allapotegyenlete p = wp ismert, a természetitk nem az a
klasszikus elméleten beliil, nem lehet tudni eredetiiket. Az eredetiik magyarazasdhoz bonyo-
lult kvantumtérelméleti modszerek sziikségesek, amelyektol ebben a dolgozatban eltekintiink.
Ezen problémak orvoslasa végett, a 3. fejezetben felvezetjiik a Herglotz variacios elet, amely
a klasszikus variacios elv kiterjesztése. Ez a természetes variaciés elv, amely disszipativ rend-
szerekre (olyan rendszerekre, ahol az energia-momentum tenzor nem kovaridnsan megmaradé
mennyiség) alkalmazhaté. Ilyen értelemben, természetessé vélik, hogy az f(R,T) és f(R, L)
elméletekre alkalmazzuk. Az egyediili hdtranya a moddszernek az, hogy sziikséges bevezetni
egy 1j mezot, a Herglotz mezdt, amelynek dinamikai mozgasegyenleteket nem lehet levezetni
a variaciés elv altal. Ez nyit lehetoséget arra, hogy a dinamikajat ugy valasszuk meg, hogy
az energia-momentum tenzor megmarado mennyiséggé valjon: ezaltal nincs sziikség részecskék
keletkezésére vagy annihilacidjara, s tovabba kvantumtérelméletre sem. Egyszerti médon, kvan-
tum effektusok bevezetése nélkiil, ezen problémak orvosolhatéak. Végiil, a 4. fejezetben a
dolgozatot zarjuk kitekintéssel, és tovabbi kutatasi lehetoségekkel. A technikai és szamitéasi

részletek megtalalhatoak a fiiggelékekben.



1. Az altalanos relativitaselmélet alap-
jai

A gravitaciés mezo leirdsara az altaldnos relativitdselmélet keretein beliil egy differen-
cidlegyenlet-rendszert alkalmazunk, az un. Einstein-féle téregyenleteket. Az egyenlet két
oldalan két kiilonbozé bemenet van: a bal oldal tiszta geometriai, a metrikus tenzor és an-
nak derivaltjai altal leirt mennyiségekbdl all, mig a jobb oldalon az anyag energia-momentum
tenzor szerepel. Mivel (pszeudo-) Riemann geometridban vannak felirva, az Osszes geo-
metriai mennyiség kiszamithatd csupan a metrikus tenzor és annak derivaltjai segitségével.
Ezéltal, amennyiben hosszakat tudunk mérni, minden geometriai mennyiség (parhuzamos el-
tolds, gorbiilet, szogek) egyértelmiien szdrmaztathaté. Ebben a fejezetben célunk az Einstein
egyenleteket levezetni, illetve ezen egyenletek geometriai hozzavaléit bevezetni.

A specidlis relativitaselmélettel szemben, ahol a Minkowski metrikat hasznaljuk, amely
egy sik (gorbiiletmentes) pszeudo-Euklideszi geometria !, az altaldnos relativitdselmélet egyes
alkalmazasaihoz, mint példaul a kompakt csillagok, altalanosabb metrikakra van sziikségiink.
Ezen metrikakhoz rendelt gorbiileti tenzor nem nulla.

Az altalanos relativitaselmélet alapfeltevése, hogy a gravitaciés mezé minden tulajdonsaga
lefrhat6é a metrikus tenzor g,, komponensei és ennek derivaltjai altal (lasd 1.1 abra). Ezen
az abran lathato hogyan épithetok fel a gorbiilettenzorok, illetve a skalar gorbiilet a metrikus
tenzor segitségével. A metrikus tenzor egy masodrendi szimmetrikus tenzor, amely a téridében
tavolsagok és idokiilonbségek meghatarozasat teszi lehetové. Altaldnosan a ds? = Gudztdz”
alakban van definidlva, ahol ds? az {vhossz négyzet. A klasszikus Euklideszi térben a met-
rikus tenzor az egységmatrixnak felel meg ds?> = dz? + dy? + dz%. A metrikus tenzor kom-
ponensek fliggetlenek ugyan, de tetszéleges koordinata-transzformaciénak alavetheték. Ennek
kovetkeztében megkoveteljiik, hogy az altalanos koordinata-transzformaciok ne valtoztassdk
meg a fizikai jelenségek lényegét és dinamikai tulajdonsdgait. Ezen fontos fizikai elvet mate-
matikailag a kovariancia elveként fogalmazhatjuk meg, amely megkdveteli azt, hogy a fizikai
torvények fiiggetlenek legyenek a valasztott vonatkoztatasi renszertol. A lényeges kiilonbség a
specialis relativitaselmélettel szemben az, hogy ezt az elvet mar nem csak inerciarendszerekre
kotjik ki, hanem minden vonatkoztatdsi rendszerre. A kovariancia elve automatikusan teljesiil,
ha a jelenségeket leir6 egyenletek tenzoregyenletek formajaban irhatok fel. Ennek fényében
megkoveteljiikk azt, hogy a gravitacios mezot leird téregyenletek tenzoralis alakban legyenek
megfogalmazva.

Mint minden fizikai elméletre, amely altalanosit egy eddig ismert elméletet, megkoveteljiik,

LA pszeudo-Euklideszi geometria: részben hasonlé az Euklideszi geometridhoz, a hiromdimenziés Euklideszi
tér még egy dimenzidval, az idédimenziéval van kiterjesztve.
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1.1. abra. Az Einstein-féle altaldnos relativitaselmélet geometriai elemeinek abrazolasa. A met-
rikus tenzor a hosszmérés eszkoze, amely az ismert ds? = da?+dy?+dz? formulét dltaldnositja a
ds* = g, da*dx” alakra. A parhuzamos eltoldshoz Riemanni geometridban tovdbbi struktirara,
a kovaridns derivaltra van sziikség, amely az euklideszi eltolashoz képest korrekcidkat tartalmaz
a Christoffel-szimbolumok formajaban. Ezek megadjak, hogyan valtozik egy vektor irdnya vagy
hossza eltolas kozben. Zart hurok menti parhuzamos eltolas soran a vektor iranyvaltozasat a
Riemann-tenzor irja le, ahogyan példaul egy gomb feliiletén is tapasztalhat6. A Riemann-tenzor
kontrakciéjaval egyszeriien meghatarozhatdk a Ricci-tenzor és a Ricci-skalar.



hogy specidlis esetben adja vissza 1igy a specidlis relativitaselméletet, mint a newtoni dinamikat.
A newtoni mechanikaban a gravitaci6 egy konzervativ ercként van értelmezve, a gravitacios po-
tencialbdl ¢ szarmaztathatd, amely a Poisson egyenlet szerint alakul: A¢ = 4nGp. A Poisson-
egyenlet egy masodrendii parcialis differencidlegyenlet, emiatt az 1j gravitacids téregyenleteink
is hasonlo szerkezetet kell kovessenek.

Az energiamegmaradés egy alapvetd természeti torvény. Az energia és az impulzus a spe-
cidlis relativitdselmélet szerint egy négyesvektorba (egyetlen részecske esetén), bonyolultabb
rendszerek esetén egy masodrendii tenzorba gytijthetd, melyet az energia-momentum tenzor-
nak neveziink és 7),,-vel jeloljiikk. A megmaraddsi torvényt tenzorialis formaban a V*T),, = 0
alakban frjuk fel. Fontos azonban megjegyezni, hogy itt nem olyan megmaradésrol beszéliink,
mint a specialis relativitaselméleten beliil, hanem kovaridns megmaraddsrol. A gravitacidés mezd
energidjanak megmaraddasa egy nagyon nehéz kérdés, még a jelenben is kutatott probléma. A
gravitaciés mezé energiajanak definidlasa mar eleve technikai probléma [13, 14]. Ettdl fligget-
leniil, az energia-momentum tenzor kovarians megmaradasi torvénynek levezethetonek kell len-
nie a téregyenletekbdl.

A gravitaciés téregyenletek levezetésére a Hilbert altal bevezetett elegans matematikai
modszert alkalmazzuk, a variacids elvet, amelyet 1915-ben vezetett be és dolgozott ki teljes
egészében. Az Einstein-Hilbert varidciés elv? szokds szerint egy hatdsfiiggvénnyel, S-sel in-
dul, amelyrdl feltételezziik, hogy a négydimenziés téridoben elhelyezked6 adott fizikai rendszer
minden tulajdonsigat leirja. A gravitacié esetében a hatas két f6 komponensre bonthaté: az
els6 a gravitacids mez6, amelyet a téridot jellemzo mennyiségek, altalaban a gorbiileti tenzorok
frnak le. Ezt a gravitacios hatdst Sy-vel jeloljik. A masodik komponens, S,,, az anyag lefrasat

biztositja, amely a gravitaciés mezé forrasa. Kompakt jelolésmdédban:
S =S5+ Sm. (1.1)

Ezen hatasok konkrét alakjat posztulaljuk. Az Einsten-féle gravitacids mez6 hatasfiiggvénye
a legegyszeriibb hatasfiiggvény, amely a koordinata-fiiggetlen gorbiiletet leiré mennyiséghdl
(Ricci skalar, lasd 1.1 abra) felépithetd, és a kovetkezd alakot 6lti
3

_ —
Sy = 167TG/R\/ gd’z, (1.2)

ahol ¢ a fénysebesség vakuumban, G' a Newtoni-gravitaciés allando, g a metrikus tenzor deter-
minansa, R pedig a Ricci skalar.

Az anyag hatdsfiiggvénye pedig

1
Sm = E/ﬁm\/—gd%, (1.3)

2Erdekes azonban megjegyezni, hogy Einstein volt torténelmileg az elsd, aki az egyenleteket helyes formaban
felirta, de nem tudta 6ket motivalni matematikailag, vagyis nem tudta variacidéelméleti alapokra fektetni. Ezt
Hilberttel egyiitt dolgoztdk ki, ezért Einstein-Hilbert varidcios elvként ismert.



ahol £,, az anyagot jellemz6 Lagrange-strtiség, mely szamos alakot 6lthet, mint példdul:

1. Elektromégneses mez6 esetén

1
L, = _ZFWFW’ (1.4)
ahol £, a Faraday tenzor.
2. Skalar mezo esetén
1
Lo = 500,606+ V(9). (15)

ahol V(¢) a potencidl, illetve az elsé tag a Newtoni mechanika kinetikus tagjanak analo-

gonja.

Ezaltal a rendszert leiré hatas

CS

167G

/R\/—_gd4x+%/£m\/—_gd4x. (1.6)

Elébbiekben emlitésre keriilt, hogy a gravitdciés mez6 minden tulajdonsiaga a metrikus
tenzor g,, komponensei és ennek derivaltjai irjak le. Ezdltal a hatdst a metrikus tenzor kom-

ponensei szerint fogjuk varialni. A stacionarius hatéds értelmében

55 = 6(Sy + Sp) = 68, + 68, = 0, (1.7)

amely a kovetkez6 alfejezetek f6 témaja. Ennek a levezetésnek a f6 tlizenete és eredménye, az

Einstein-féle téregyenletek kompakt alakja:

1 G
P = 500 = =

9 T,uz/- (18)

A fenti egyenlet forradalmi mdédon teremtett kapcsolatot az anyag (jobb oldal) és a térid6
geometridja (bal oldal) kozott.

1.1. A gravitaciés hatas varialasa

A gravitaciés téregyenletek geometriai részének leveztése érdekében varidljuk a gravitacios
hatéast

C3 4 C3 uv / 4
2% = ~16:G° (/R' o x) = TG </g fur/ =94 m) ’ )
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ahol R, a Ricci-tenzor®, g" a metrikus tenzor inverze®. Mivel az integrélds és varidcié kom-

mutal,

C3

*% = " 6r / [Ru/=9(69") + Rud(v/=9)g" + (R )V=g9" ] d'z. (1.10)

A metrikus tenzor determinansanak a variacidja egyszeriien meghatarozhaté néhany révid
lépésben

1
5v/—q = = —5V=9909", (1.11)

1 1
- g =—-———""(— Logt
3y=5" = o\ 9w

ahol felhasznaltuk a kovetkezd Osszefiiggést (levezetése megtalalhaté az A.1 fiiggelékben)

dg=—g- gu - dg"". (1.12)

Behelyettesitve a (1.11) kifejezésben kapott eredményiinket, a (1.10) gravitdcids hatéds va-

riaciéjaba
55, =~ [ R0 — S0 R | st — /5(3 )V=gg"d'x
¢ 167G m 2 e 167G "
c3 1 — c’ /—,
= — v A v - 5 l“/d4 - 6 v - ;U'Vd4 . 11
167TG/ {Ru 2 9n R} 909 167TG/ (B )v=gg™ d' (1.13)

////// ’

A miésodik kifejezésben a (1.13) egyenletben, a Ricci-tenzor varidcidjara az tn. Palatini-

azonossagot hasznaljuk (levezetéséhez lasd A.2 fiiggeléket)
6RW - VP (5Fplw) —Vy (5Fppu) ’ (1'14)

ahol I  a Christoffel-szimbdélum?®, V, pedig a kovaridns derivalt.

Beszorozva a kifejezést az inverz metrikus tenzorral

g OoR, = g™ [V, (617 ) =V, (6I7,,)] =V, (¢""617,,) — V., (g"617,,) (1.15)

ahol felhasznaltuk, hogy a metrikus tenzor konnexié kompatibilis, azaz V ,g* = 0.9
Ha atirjuk az indexeket a masodik tagban, révén, hogy v csak egy szummaéazasi index, a

kovetkezo kifejezést kapjuk

3A Ricci-tenzor R,,,, a Riemann-tenzornak az egyszeres kontraktédldsa, 1dsd 1.1 abra

*A metrikus tenzor és inverze kozott a kovetkezd osszefiiggés 4ll fenn g,,,9%" = 4}, ahol 6, a Kronecker-delta.

SEzek segitségével valésithaté meg a parhuzamos eltolds gorbiilt téridén, 14sd 1.1 dbra

6Ez a feltétel Einstein elméletének egyik alap épitSeleme, és kimondja azt, hogy parhuzamos eltolds sorén,
egy vektor hossza nem valtozik, avagy: a vektorok hossza egy kovaridnsan megmaradé mennyiség. Léteznek
azonban més geometridk, mint példdul a Weyl [15],[16] ahol a metrikus tenzor kovaridns derivéltja nem nulla,
azaz V Aguv 7 0, és a vektorok hossza véltozik ebben a geometridban parhuzamos eltolds utan.
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9" 0R,, =V, [¢" (6T",,) — g™ (6I*,,)] = V,A”, (1.16)

.

Ar
ahol A” egy tetszOleges kontravarians négyes-vektor.

Egy tetszoleges kontravarians négyes-vektor esetén a kovarians divergencia

DA 8AP Ar a\/— 1 9(A2y—g)
Pi= T TP AF = —
VoA QP 1A \/ OxP v—g Oz

Eredményiinket behelyettesitve a (1.13) egyenletben 1é6vé mésodik kifejezésbe

(1.17)

C3

167G

S (A%/=g)d'
\/_ax (1.18)

- _167rG % (A7V=g) d'z.

A Gauss-tétel értelmében az integral atirhaté egy feliileti integrélla az A” vektorra vonat-

[ 3tRu)v=agats -

16G

kozéan. Azonban kikotjik azt, hogy a gravitaciés mez6 - amelyet a metrikus tenzor kompo-

nensei és annak derivéltjai irnak le - variaciéja nulla az integraldsi tartomany peremén, vagyis

_— ( AP \/—_g) d Gauss tétel

_ P /= L
162G |, 92 /QA v—gdS, =0, (1.19)

167G
ahol v C M és Q pedig a peremét jeloli”.
Ennek értelmében megkaptuk a végleges kifejezésiinket a (1.10) gravitdciés hatds va-

//////

ridcidjara

CS

= — _ pv g4
0.5, 167TG/{R gm, ]\/ gogtd x (1.20)

1.2. Az anyagi hatas varialasa

A gravitéciés téregyenletek levezetésében a kovetkezo 1épés, hogy szamitsuk ki az anyag

------

5Sm :%5 (/ﬁm\/—_gd4x) /5 (Lon/=9) d c/ O Lmv=9) 5 i,

' g (1.21)
=2 /TMV\/—gdg“”d‘lx,

ahol bevezettiik az energia-momentum tenzort 7), := \/L—TJ%’ mely egy masodrendii,

szimmetrikus tenzor T, = T,,. Ez a mennyiség alapvetd szerepet jitszik a gravitacios je-

"(M,g) a definialt sima (differencialhat6) sokasdgunk, mely lefrja a térid6t, v pedig egy tartomanya, vagy
pontosabban egy alsokasag dv := €.
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lenségek leirdsdban, s lahatéan egyszertien kiszamithato, amennyiben adott az anyagot jel-
lemz6 Lagrange-stirtiség L,,, illetve a metrikus tenzor. Tekintsiink néhany ismertebb példat az

energia-momentum tenzorra:
1. Vakuum esetén, vagyis anyag hidnydban, ez identikusan nulla 7}, = 0.

2. Idealis fluidum esetén®

T,uzz = (p + ,O)UMUV +pgw/7 (122)

ahol p az izotrép nyomads, p a test energiastiriisége, u, a négyessebesség.

3. Elektromagneses mez6 esetén
po Lo
Ty = F,Feq” — ZF Foo G, (1.23)

ahol F,, = 0,A, — 0,A, az elektromégneses Faraday tenzor.

1.3. Az Einstein-féle téregyenletek

Az utolsé 1épés maradt hétra, pontosabban, hogy behelyettesitsiik eredményeinket a (1.7)

egyenletbe, melybdl megkapjuk a téregyenleteket. Ezt az alabb bemutatott egyszerti szamitas

illusztralja
05 =05, + 45,
= — ¢ / R, — 1g R \/—gég"”d4x+l/T V—g0g" d*z
167G g 2 ) ™ (1.24)
C3 1 81G !
- — _ = - T — pv g4 = 0.
167G / {R’“’ Rl ’W} V=gogtdi =0

Mivel a metrikus tenzor variaciéi dg"” tetszolegesek, a kovetkezot kapjuk

1 8rG 8rG
RMV — 59/“,R = 7T,ul/ <~ Gl“’ = 7TP«V’ (125)
—— ——
=Gy

ahol bevezettiik az un. Einstein-tenzort G, 1= R, — %gw,R (lasd 1.1 abra).

A (1.25) parcidlis differencidlegyenlet-rendszer a hires gravitacios téregyenleteket adja, me-
lyet Einstein 1915-ben publikalt. Ezek az egyenletek vildgosan ravilagitanak a geometria és
anyag kozotti mély kapcsolatra. Korabban emlitettiik, hogy az energia-momentum tenzor
kovarians megmaradasi torvényének a téregyenletekbdl kell levezethetonek lennie. Ennek el-

lenérzésére vegytik a divergencigjat a (1.25) egyenletnek

8Habar az ideélis folyadék energia-momentum tenzorinak forméja viszonylag egyszertien megadhaté, a va-
ridcids elvbdl valé levezetése a 90-es évekig nyitott probléma volt [17].
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8rG
VMGM,/ — 7V“ij. (126)
Az egyenlet bal oldala jol ismert, hiszen az in. Bianchi-azonossaghdl konnyen kimutathato,
hogy az Einstein-tenzor divergencidja nulla V*G,, = 0, melynek levezetése megtaldlhaté az
A3 figgelékben. Felhasznéalva a kapott eredményt, konnyen belathatjuk, hogy a megmaradasi
torvény fennall

VAT, = 0. (1.27)

Fontos megjegyezni, hogy a (1.25) egyenlet nem az Einstein-féle téregyenletek
legaltalanosabb forméja. A fizikai kovetelmények, példaul az energia-momentum megmaradasi
torvénye V#T,,, = 0, akkor is teljestilnek, ha a bal oldali geometriai oldalhoz hozzaadunk egy
olyan 1j tagot, amely ardnyos a metrikus tenzorral

(G

G;w + Ag/w = C_4lea (128)

ahol A egy allando, amelyet kozmoldgiai allandonak neveziink.

A variaciés elvbdl is egyszertien levezethetd, ha a gravitacios hatdst atirjuk

3
S =S, — 166? /(—ZA)\/—_gd4x. (1.29)

A kozmologiai allandot maga Einstein vezette be 1917-ben, alig néhany évvel az altaldnos
relativitaselmélet megalkotdsa utan. Akkoriban az univerzumot statikusnak, valtozatlannak te-
kintették. Einstein felismerte, hogy a téregyenletei nem engedik meg egy ilyen statikus allapot
stabil 1étezését, ezért bevezetett egy kiegészito tagot a téregyenletekbe, mely egy taszito eroként
szolgal ahhoz, hogy az Univerzum egyensilyban maradjon. Edwin Hubble 1929-ben tett megfi-
gyelései, hogy a galaxisok tavolodnak egyméstol, arra adtak kovetkeztetést, hogy az Univerzum
mégis tagul, nem statikus. Ez Einstein eredeti statikus modelljét megingatta, 6 maga pedig
késébb a kozmologiai allandét a ”legnagyobb baklovésének” tekintette. Meglepé modon azon-
ban a modern kozmoldgia szerint a A-t nem lehet kihagyni: a megfigyelések azt mutatjik, hogy
az Univerzum gyorsulva tagul. Bar a tagulds megmagyarazhaté A nélkiil, a gyorsuld tagulas
nem. FEmiatt, a A bevezetése sziikséges az elméletbe, és a modern fizikaban tgy tekintjiik,
hogy A a véakuum energidjahoz vagy a sotét energidhoz kapcsolddik, mely az Univerzum teljes
energiatartalmanak jelentds részét teszi ki.

Tovabbiakban tekintsiik at, hogy az Einstein-féle téregyenletek milyen fizikai jelenségek
leirasara alkalmasak. Az évtizedek soran szamos megoldas sziiletett a téregyenletekre, ezek
koziil most két kiemelkedéen fontos példat emlitiink meg. Az els§ ismert (nemtriviélis) eg-
zakt megoldds a Schwarzschild-megoldds, amely egy statikus, gombszimmetrikus objektum
gravitacids terét irja le a gravitacio felszinén kiviil. Ezt a megoldast foként az asztrofizikaban al-
kalmazzdak lassan forgd objektumok, példaul csillagok vagy fekete lyukak gravitaciés terének mo-

dellezésére. Egy masik alapveté megoldés a Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
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metrika, amely a kozmoldgidban jatszik kozponti szerepet. Ez a metrika a téridé homogén és
izotrép szerkezetét feltételezve irja le az Univerzumunk nagy 1éptéki fejlodését. A 1.2 abra a
két klasszikus megoldas - az FLRW és Schwarzschild metrika - példajan keresztiil szemlélteti,

hogy milyen kozmoldgiai és asztrofizikai jelenségek modellezésére alkalmasak.

kozmolégiai konstans (Einstein—téregyenletek) megoldas
< L Gy = 86T, J >—
homogenitdas gémbszimmetria
V¥ izotrépia ¥ stacionaritas
stacionaritds
FLRW megoldés Schwarzschild megoldés
EisQ = —dt* + a*(t) (dz® + dy® + dZQ)} [dsz —(1-z)Ed? - (1- 1) dr? - erQZJ

+ alkalmazasok + alkalmazasok

[Fckete lyukakJ [Fényelhajlzis] [I\Icrk\'u‘ perihélium]

1.2. dbra. Az &ltaldnos relativitdselmélet alkalmazdsai a kozmoldgidban és asztrofizikaban.
Amennyiben hozzdadjuk a kozmoldgiai konstanst az egyenletekhez és megkoveteliink ho-
mogenitast, izotréopiat és stacionaritast, a Friedmann metrikat kapjuk, amely megoldésa a
téregyenleteknek. Ezt lehet alkalmazni a késdi, illetve korai Univerzum lefrasara. Amennyiben
mas szimmetridkat koveteliink meg a metrikatél, pl. a stacionaritast és a gombszimmetriat, a
Schwarzschild megoldashoz jutunk, amelyet lehet alkalmazni fekete lyukakra, a fényelhajlasra
és a Merkur perihéliumanak leirasara.

Lathattuk, hogy az Einstein-féle dltaldnos relativitdselmélet szamos jelenség leirdsara alkal-
masnak bizonyult. Ugyanakkor fontos megjegyezni, hogy bizonyos hidnyossdgokkal is rendel-
kezik. Bar a kozmoldgiai allandé A bevezetése sikeresen magyarazza a Vilagegyetem gyor-
suld taguldsat, fizikai jelentése és eredete mindmadig tisztazatlan. Tovabba, fennall a koz-
molégiai allanddé problémaja: elméleti kvantumtérelméleti szamitasok alapjan a vakuumenergia
hozzajarulasa a kozmologiai allandé értékéhez mintegy 120 nagysdgrenddel nagyobb lenne,
mint amit a megfigyelések jeleznek. Ezt Steven Weinberg Nobel-dijas fizikus jelenleg min-
den id6k legnagyobb eltéréseként, avagy az elméleti fizika legrosszabb predikcidjaként, tartja
szamon. Emellett, bar a A értelmezhet6 vakuumenergiaként, és igy oOsszefliggésbe hozhato a
sOtét energiaval, nem ad magyarazatot a sotét anyag létezésére, és annak dinamikai hatdsaira.
Megjegyzend6 azonban, hogy a galaxisok rotaciés gérbéire mért megfigyelési adatok nem ma-
gyarazhatok enélkiil. Tehat gyakorlatilag az Einstein altal megfogalmazott elméletbe, legalabb
két 1j mennyiséget kell bevezetniink, amelynek fizikai eredete ismeretlen, ahhoz hogy az ada-
tokat leirjuk. Egy harmadik, még sulyosabb probléma, hogy a kozmoldgiai standard ACDM
modell alkalmazasa a korai és kés6i Univerzum megfigyelési adataira eltéré eredményeket ad.
A modell kulesparamétereinek, példaul a Hubble allandénak, (Hy) az értékei a Planck miihold
altal mért kozmikus mikrohullamu hattérsugarzas adatai, illetve a kozeli Type Ia szupernévik

adatai alapjan kozel 5o szignifikanciaval kiilonboznek egyméstol. Ez az ellentmondéas komoly
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fesziiltséget jelez az elméleti modell és a megfigyelések kozott.

Ezek a problémak vezettek ahhoz, hogy fokozott figyelem fordult az Einstein-féle rela-
tivitaselmélet kiterjesztésére és modositasaira. Fontos megjegyezni viszont, hogy az 0sszes
modositasnak teljesitenie kell azt, hogy a helyesen leirt megfigyelési adatokndal a modositas le-
gyen kvazi elhanyagolhato értékii. Pontosabban, lokalisan az Einstein elmélet struktiraja meg-
marad, és nagyobb skéalakon egy 1j, altalanosabb elmélet helyettesiti. Amint a bevezetoben is
emlitettiik, tobb iranyzat alakult ki a gravitacidelmélet médositasara, amelyek részletes bemu-

tatasdra a kovetkezo fejezetben tériink ki.

2. Moédositott gravitacios elméletek

Az Univerzum késéi korszakaban megfigyelt gyorsulé tagulds, valamint a sotét anyag
1étezésére utalé legiijabb megfigyelések komoly elméleti kihivast jelentenek az altalanos rela-
tivitdaselmélet szamara. Az egyik lehetséges magyarazat szerint nagy skaldkon az Einstein-
féle altalanos relativitaselmélet mar nem alkalmazhatd, és a gravitacios kolcsonhatést egy
altalanosabb hatasfliggvény irja le. A tovabbiakban ilyen médositott gravitaciés elméletek

lesznek bemutatva.

2.1. f(R) gravitacio

Egy igéretes irdny, amelyet az utébbi idében kiterjedten vizsgaltak, az f(R) tipusi
modositott gravitacios elméletek, amelyekben a szokasos Einstein-Hilbert hatéds helyébe a Ricci-
skalar R tetszoleges fliggvénye 1ép. Ezen elméletek lehet6séget nytjtanak a klasszikus altalanos
relativitdselmélet altal nem magyarazott jelenségek értelmezésére, mikozben megorzik annak
geometriai alapjait. Az f(R) gravitdciés modellek[18] egyik jelentds alkalmazasa az Univerzum
késoi gyorsuld tagulasanak értelmezése, melyre az utébbi idék megfigyelései utalnak. Szamos
kozmolégiai elmélet sziiletett ezen elméletek keretében, melyek képesek reprodukalni az észlelt
gyorsulo taguldst. Emellett, az f(R) gravitdciés modellek képesek a galaxisokban megfigyelhetd
csillagok és mas égitestek mozgasanak értelmezésére anélkiil, hogy feltételeznénk sotét anyag
jelenlétét.[19][20]

A tovabbiakban réviden bemutatjuk az f(R) gravitaci6 téregyenleteinek levezetését. f(R)
gravitacioban a négydimenzids téridében elhelyezked6 fizikai rendszert jellemz6 hatésfiiggvény

a kovetkezo alakot olti

S:/ [ﬁ (R) + L, | /—gd'z, (2.1)

ahol f(R) egy tetszoleges analitikus fiiggvény a Ricci skaldr (R) fiiggvényeként, G a Newton-féle

gravitaciés dllandé, L£,, az anyagot jellemz6 Lagrange-stirtiség.
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Ismét a hatas metrikus tenzor szerinti varidlasaval kezdjiik a levezetésiinket

55 — 5 / {ﬁ F(R) + Em] Jgd'z = / {ﬁa F(R) + Mm} J=gd'
1

(2.2)
- / [m (5(F(R)V=g + [(R)3(v=9)) + Mm] e Lo,

Vélasszuk szét a gravitacids és az anyagi hatést, és a tovdbbiakban oOsszpontositsunk a

1
38, ~15rg | UG+ 1(R3(=9) d's
167G (2.3)
1 :
o [V RVEIR+ SR ',
ahol bevezettiik az f'(R) := % jelolést.
A Ricci skalar variacidja a kovetkezoképpen irhato fel
0R = R,,09" + g,009"" — V,V, 09", (2.4)
ahol 0 = V,V¢ és felhasznéltuk a B.1 fiiggelékben talalhaté osszefiiggéseket.
Emlékezziink vissza az el6z6 fejezetbeli eredményiinkre, az (1.11)-es egyenletre:
N f— —L(—g)g 59" = —2 /G0 09" (2.5)
2V—yg 2y=g> " 2 "

kapjuk, hogy

1 1 ,

9% = 162G [_ﬁgﬂV‘Sng (R) + ' (R)(Ruw69™ + 69" — vuvycng)} J=gd'z (2.6)
1 , 1 / ,

" 16nG / {f (R)Ru09™ = 59, 09" f(R) + [ (R)g,uD0g"™ — f (R)VMVV(SgW} J=gd'z

(2.7)

Lathato, hogy a metrikus tenzor varidciéja nem emelhet6 ki kozvetleniil az egyes tagokbdl.

Ezt a problémat azonban parcidlis integralassal kikiiszobolhetjiik (lasd a B.1 fiiggeléket részletes

alakjat

1

5= 15 | {f’(R)RW — S f (R) + (90 = V,V)f (R) | 3" V=gd'z.  (28)

17



[smét posztulaljuk a energia-momentum tenzorra a kévetkezd Gsszefliggést

2 a(/gLw)
T = == (2.9)

Mindezek ismeretében annyi maradt hétra, hogy behelyettesitiink mindent a (2.3) hatds

//////

1 / 1 /
(55 = m |:f (R)Rw, — ag#,,f(R) + (g,uulj — V#Vl,)f (R) — 87TGTM, 59””\/ —gd4ZE ; 0
(2.10)
Mivel a metrikus tenzor variacidi dg"” tetszOlegesek, kovetkezik, hogy a téregyenletek a

kovetkezd alakot oltik

’

£ (BB = 51 (R)gy = (V0 = guD)f (R) = 87T, (211)

Ezeket a téregyenleteket az f(R) graviticié téregyenleteink nevezziik.

Lathatjuk, hogy f(R) = R vélasztds esetén visszakapjuk a (1.25) Einstein-féle
téregyenleteket. A tovabbiakban vizsgalni fogjuk, hogy az energia-momentum tenzor itt is
kovaridansan megmaradé mennyiség-e vagy sem.

Az Einstein-féle relativitdselméletben a Bianchi-azonossidg (lasd a A.3 filiggeléket)
segitségével belattuk, hogy a téregyenletekbol kovetkezik az energia-momentum tenzor meg-
maraddsa. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy ez a kovaridns megmaradési torvény az f(R)

gravitacié esetén is fenndll-e. Ehhez vegyiik a (2.11) téregyenlet divergencidjat

’ ’

L (R)g — (V) — guD)f <R>] — S GV, (212)

(R)R/w o 9

v { /
Az egyenlet bal oldalat részletesebben vizsgélva (14sd a B.1 fiiggeléket), a kovetkezot kapjuk

’

V|7 (B~ 3 (R~ (9,5, = 9,01 (R)
— f(R)V* ( ) + Ry VAF(R) + (V,0 — OV,) f(R) (2.13)
=f(R)V*C ., + R, V" (R)—R,,V"f'(R) = 0,
ahol felhasznaltuka kovetkezdket:
(i) az Einstein-tenzor divergencigja nulla V*G,, =0,

(ii) V,0—0V, = —R,, V",

Belattuk tehat, hogy az egyenlet bal oldalanak divergencidja eltiinik, igy kovetkezik, hogy az

energia-momentum tenzor kovaridns megmaradasa, V#T,, = 0, f(R) gravitaciéban is érvényes.
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2.2. f(R,T) gravitacio

Az altaldnos relativitdselmélet egyik alternativ kiterjesztése az f(R,T') graviticids elmélet,
amelyben a gravitdciés hatdst nemcsak a Ricci-skalar (R), hanem az energia-momentum tenzor
nyoma (77) is befolydsolja. A T-t6l valé fliggés motivdlhaté példdul egzotikus, nem tokéletes
fluidumok jelenlétével Vagy kvantumhatasokkal, mint a konformalis anomalia. A modell va-
kiemelni, hogy az f(R,T) grav1ta(:10ban az energia-momentum tenzor dlvergenc1aja altalaban
nem tiinik el, mivel az anyag és a geometria kozott nemminimalis csatolds® jon 1étre.[21][1]

Az egyik legfontosabb modellcsalad az f(R,T¢) modellekbél &ll, ahol T% egy skaldrmezéhoz
tartozo energia-momentum tenzor nyoma. Ezekben a modellekben a skalarmezok alapveto sze-
repet jatszanak az inflacid, a gyorsulé kozmikus tagulas, valamint a sotét anyaggal kapcsolatos
jelenségek leirasdban (ldasd [19]).

f(R,T) gravitaciéban a nagy tomegii tesztrészecskék mozgasa nem geodetikus?, az anyag-
geometria kozotti nemminimaélis csatolas extra gyorsulashoz vezet. FEz az extra gyorsulas
tobbek kozott hatassal van a bolygdk mozgasara, igy példdaul a Merkur perihéliuménak elhajlasa
vizsgalhaté ezen modellek alapjan, amely fontos korlatot ad az extra gyorsuldas mértékére.

Tovébbiakban hasonléan, mint az el6zé alfejezetben, bemutatjuk az f(R,T) gravitcié

téregyenleteinek levezetését. Induljunk ki a rendszert jellemzo hatasfiiggvény definidlasaval

S = /{—fR T)+ Ly | /—gd'z, (2.14)

ahol f(R,T) egy tetszOleges analitikus fiiggvény, mely a Ricci skalartél R és az anyag energia-
momentum tenzoranak nyomatol T fiigg, G a Newtoni-gravitacios allandé, L,, az anyagot
jellemz6 Lagrange-stiriiség.

A téregyenletek levezetéséhez elsd 1épésben a hatdst a metrikus tenzor szerinti varidljuk

1
55 = 6(Sy + Sip) = 08, + 6, = 5/ [m—wf(R, T) + Lo | vV—gd*z = 0. (2.15)

------

55, — ( / F(RT)y=gds ) = (R D)) + VIR T)) e =

:ﬁ (F(R.T)3(v/=9) + V=9 (fr(R, T)R + fr(R,T)oT)) d'z =
_16% (f(R,T)5(\/_) +v/—g <fR(R TSR + fr(R, T)a( ;53; )5 W)) d'z,

(2.16)

I'Nemminim4lis csatolds alatt azt értjiik, hogy az anyagmezdk vagy az anyag Lagrange-siiriisége nemcsak a
metrikan, hanem kozvetleniil a gorbiileti mennyiségeken keresztiil is csatolddik a geometridhoz.

2A geodetikus mozgés alatt azt értjiik, hogy a részecske kiilsé eréhatds nélkiil, csak a téridé gorbiilete ltal
meghatarozott legrovidebb pélydn (geodetikuson) mozog.
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ahol fr(R, T) ANRT) fT(R T) URD ¢ T = gaﬁT 5.

//////

------

olti

1
559 :E

aﬁ
+fT(R T)%) 5 uy\/_d4

<_%guuf(Ra T) + fR(R7 T)Ruu - (Vuvu - gul/D)fR(R7 T)+
(2.17)

Emlékezziink az energia-momentum tenzor definicidjara:

T, - 2 IW=9Lm) (2.18)

" V=g 9gm

//////

tenzor variacioi tetszolegesek, megkapjuk a teregyenleteket f(R,T) grawta(:loban

fR(R7 T>R,uu - %f(R7 T)Q,Lw + (g;wlj - Vuvl/>fR(R7 T) = 87TT,LLU - fT(R7 T)T,ul/ - fT(Ra T>@uua

(2.19)

af O(Tap)
dgrv

Konnyen belathato, hogy ha az energia-momentum tenzor nyoméara T = 0 feltételt sza-

ahol bevezettiik a kovetkezd mennyiséget, O, = g

bunk, igy f(R,T) = f(R) lesz, akkor visszanyerjiik az f(R) gravitici téregyenleteit (2.11)
(igazolashoz lasd a B.2 fiiggeléket).

A fejezet bevezetéjében emlitésre kertilt, hogy az anyag és geometria kozotti nemmi-
nimalis csatolas kovetkeztében az energia-momentum tenzor nem egy kovariansan megmaradd

mennyiség. Ennek bizonyitdsira vegyiik a (2.19) Osszefiiggés divergencidjét

1
V fr(BT) Ry = 50,0 f (R T) + (900 = V) fa(R.T) | = V" (87T,

_TMVfT(R7 T) - @#VfT(R’ T)] . (220)

Rovid szamolés utén (részletes levezetésért lasd a B.2 fiiggeléket) a kovetkezd Osszefiiggéshez

julunk:
’ v ’ ag,ul/agaﬂ :

Innen egyszertien beldthatd, hogy az f(R,T) gravitaciéban az anyag és geometria k6zotti nem-
minimalis csatolas kovetkeztében az energia-momentum tenzor nem egy kovariansan megma-

rad6é mennyiség, avagy V#T,, # 0.
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2.3. f(R,L,,) gravitacid

Az f(R) tipusi médositott gravitdciés elméletek egy tovabbi &ltaldnositdasa az f(R, L)
gravitacié. Ebben a modellben is fennall, hogy az energia-momentum tenzor divergencidja
nem tiinik el, mivel az anyag és a geometria kozott nemminimalis csatolas jon létre. Ennek
kovetkeztében a tesztrészecskék mozgdsa nem geodetikus, mivel a nemminimélis csatolds egy
kiegészitd erd megjelenését eredményezi.

Az f(R,L,,) gravitaciés elmélet egyik specidlis alkalmazdsa az interakciéban 1évé sotét
energia relativisztikusan kovarians modellje, amely a staciondrius hatés elvén alapul. Eb-
ben a megkozelitésben a kozmologiai allando a gravitacios Lagrange-siiriségben az energia-
momentum tenzor nyomdanak fiiggvénye, A(T), igy a modellt A(T') gravitaciéként ismerjiik.
A legtujabb kozmoldgiai megfigyelések azt sugalljak, hogy a kozmoldgiai allando valdjaban
nem &llandé, hanem id6ében véltozé mennyiség lehet, ami 6sszhangban all a A(T') gravitacios
elméletekkel [19, 20].

A tovébbiakban bemutatjuk az f(R, L,,) graviticié téregyenleteinek levezetését. A hatast
a kovetkezoképpen definialjuk:

S = / f(R, L)/ —gd*z, (2.22)

ahol f(R, L,,) egy tetszbleges analitikus fiiggvény, mely a Ricci skalartél R és anyaghoz tartozé
Lagrange-stirtiségtol L, fiigg.

Varidlva a hatast a metrikus tenzor szerint

55 =5 / F(R, L)/ =gd'z — / (V=G5S (R L) + F(R, L)/ —g) d'z =

[ [alR L5+ s (R L0150~ St (Lot | =it~

Lm
gt

(2.23)
= / |:R;wfR(R> ‘cm) + (g;wD - Vuvu)fR(Ra ['m) + fﬁm (R, ‘Cm)

_%guuf (R, Em)} V=g0g" d*x = 0,

ahol bevezettiik a fr(R, L) = %, feo. (R, Lp,) = %’:m) jeloléseket, illetve felhasznéltuk

------

//////

Az anyagot jellemz6 Lagrange-siiriiség metrikus tenzor szerinti parcidlis derivaltja (ennek
levezetése a B.2 fiiggelékben taldlhatd) a kovetkez6 alakot olti:
oL,, 1 1

g ngﬁm B §TW' (2:24)
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//////

0S :/ [R#VfR(R, £m) + (guylj - V#VV)fR(R, Lm) + %fﬁm (R7 Em)gw]ﬁm_
(2.25)

1 1 |
_éfﬁm (R7 Em)TMV - é.gm/f(Ra Lm) V —g5g’wd4x =0.

A metrikus tenzor varidciéi dg"”  tetszlegesek, ezdltal az f(R,L,,) gravitdci6

téregyenleteihez jutottunk

Rw/fR(R7 'Cm) + (g/u/D - vuvl/)fR(Rv ‘Cm) - %[f(R’ ‘Cm)_
(2.26)

1
- fEm(‘R? Em)cm]g#l’ = éfﬁm<R7 Em)TuV'

Ha a specifikus vélasztdst vessziik, hogy f(R, L) = 3f(R) + L., akkor visszakapjuk az f(R)
gravitacié téregyenleteit (2.11) (részletes bizonyitdshoz lasd a B.3 fiiggeléket).

Ebben az elméletben is fenndll, hogy az anyag és a geometria kozotti nemminimalis csatolds
miatt az energia-momentum tenzor megmaradésa sériil. Ennek igazoldsira vegyiik a (2.26)

téregyenlet divergenciajat

% R;wfR(Ra Em) + (g;wD - VuVV)fR<R7 Lm) - %[f(Rv Em)_
(2.27)

e (R L) enlg) = 59" ey (B, L) o).

Rovid szamolds utan eljutunk a kovetkezd osszefiiggéshez (részletes levezetéshez lasd a B.3

fiiggeléket)

2 1
i YT F(RL) 12 vem T, v a s~m) | 2.2
V K fﬁm(R’ ‘Cm) 2(9,11» L 1 )V fﬁm (R L: ) ( 8)

melybdl lathatd, hogy valéban f(R,L,,) gravitdciéban az anyag és geometria kozotti nem-
minimalis csatolds kovetkeztében az energia-momentum tenzor nem marad meg V#T,, # 0.
Ezen fejezet munkija a 2.1 altal van Osszegezve. Az dbran szemléltettiik a feltételeket, ame-
lyek mellett a fejezetben tanulméanyozott médositott gravitacios elméletek visszavezethetok az
Einstein-féle relativitaselméletre. Tovabba, azt is kiemeltiik, hogy melyik elméletben kova-
riansan megmaradd mennyiség az energia-momentum tenzor, illetve melyikben nem az.
Lathattuk, hogy bizonyos mddositott gravitaciés elméletekben az energia-momentum ten-
zor nem marad meg az anyag és a geometria kozotti nemminimalis csatolds kovetkeztében.
Ez szdamos nehézséget vet fel, mivel a probléma mélyebb megértéséhez kvantumtérelméleti
eszkozok alkalmazdsa lenne sziikséges. A bevezet6ben emlitettiik, hogy a nyilt rendszerek
termodinamikajaban az energia-momentum tenzor nemmegmaradasa értelmezhetd gy, mint
egy irreverzibilis energiaaramlés a gravitacids szektorbdl az anyag szektordba, amely részecskék
keletkezéséhez vezethet, bar e részecskék pontos eredete tovabbra sem ismert. Munkank célja,

hogy ezt a problémat klasszikus kereteken beliil kezeljiik, elkeriilve a kvantumtérelméleti bo-
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f(R,T) gravitacié f(R, L,,) gravitacio
VAT, # 0 VHT,, # 0

f(R) gravitacié
VAT, =0

+f(R)—R

Einstein-féle altalanos
relativitaselmélet
VeT,, =0

2.1. dbra. A moédositott gravitacios elméletek visszavezethetOsége az Einstein-féle altalanos

relativitaselméletre. Az f(R,T) nemkonzervativ elméletbél visszakapjuk az f(R) elméletet,

amennyiben 7" = 0. Hasonl6an, a nemkonzervativ f(R, L,,) elméletbdl a f(R,L,,) = @ +

L, figgvény vélasztasaval visszakapjuk a konzervativ f(R) elméletet. Tehat mindkét elmélet
visszavezetheté az Einstein-féle f(R) = R elméletre, specifikus koriilmények kozott.

nyodalmakat. Ezt a célt szolgalja a Herglotz-féle variacios elv, amelynek részletes bemutatasa

a kovetkezo fejezetben torténik meg.

3. Herglotz variacios elv

Ebben a fejezetben ismertetjiik a Herglotz variacids elvet, a klasszikus variacios elvnek
egy altalanositasat, mely lehetévé teszi nemkonzervativ, avagy disszipativ rendszerek lefrasat
is. Annak ellenére, hogy a disszipacié fogalma térelméleteken beliil bonyolult [22], ebben a
dolgozatban tgy definidljuk, mint az energia-momentum tenzor nem megmarado volta. Miutan
részletesen bemutatjuk az elméleti alapokat, alkalmazzuk a csillapitott oszcillator leirdséra.
Gravitacidéelméleti alkalmazéasokra, kiterjesztjiik a Herglotz elvet mezdkre is, majd alkalmazzuk
az el6z6 fejezetben bemutatott elméletekre, hogy oldjuk meg az el6zoleg emlitett problémakat

klasszikus térelmélet keretein beliil.
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3.1. Herglotz variacios elv a klasszikus fizikaban

A klasszikus variaciés elv a modern fizika egyik alapveté és elengedhetetlen eszkoze.

Altaldnosan a kovetkezoképpen tudjuk megfogalmazni

5S =0, (3.1)

b
Sla(t)] = / L(q(t), (), 1) dt, (3.2)

ahol S a hatasfunkciondl, L a Lagrange-fiiggvény, ¢(t) pedig az édltaldnositott idéfiiggd koor-
dinatak. A klasszikus varidciés probléma megolddsa meghatdrozza a q(t) palyat, mely extre-

mizalja az S funkciondlt az Euler-Lagrange egyenleteken keresztiil:
— ——=—=—=0. (3.3)

Ismeretes, hogy a hagyomanyos variacios elv nehezen képes disszipativ rendszerek kezelésére,
mivel nem alkalmas olyan mozgésegyenletek eloallitaséara, amelyek elsérendd id6 szerinti de-
rivaltakat tartalmaznak. Az ilyen tipust rendszerek leirasara vezette be Herglotz 1930-ban az
in. Herglotz-féle varidcids elvet! . Ez az elv abban kiilonbozik a hagyoményos megkozelitéstol,
hogy a Lagrange-fliggvényt maga a hatas is befolyasolhatja. Ennek megfeleléen a hatast diffe-

rencidlegyenlet formajaban kell definidlnunk
$ = L), d(t), 5,1), (3.4)

ahol a peremfeltételeket S(a) = S, q(a) = qa, q(b) = g szerint rogzitjik.

------

ket (levezetés a C.1 fiiggelékben)

oL dOL OLOL

9q i 0d + 9500 0. (3.5)

Koénnyen beldthatd, hogy ha 0L/0S = 0 feltételt szabunk meg, akkor a Herglotz-féle va-
ridcios elv visszavezetédik a hagyomanyos Euler-Lagrange-egyenletekre (3.3).

A tovébbiakban egy egyszer( alkalmazason keresztiil vizsgaljuk meg a Herglotz-féle variacios
elv miikodését. Tekintsiik a csillapitott oszcillator esetét, amely az egyik legismertebb disszi-
pativ mechanikai rendszer. A szakirodalombdl ismert, hogy ez a rendszer a klasszikus variacios

elv keretében is leirhatd, azonban ez jelentGs nehézségekbe titkozik. A hagyoméanyos formaliz-

'Megjegyzendé viszont, hogy nem lehetséges egy tetszéleges (parcialis)differencidlegyenlet-rendszert az egy-
szerli varidcids elvbol levezetni. Azon feltételek, amelyek teljesiilése révén levezethetSk, Douglas &dltal voltak
felfedezve, és a Helmholtz[23][24][25] nevet viselik. Lehetséges azonban, hogy 1j, dltaldnosabb varidcids elvekbél
(példdul Herglotz) levezethetéek a téregyenletek, de még ez sem garantalt. Egy mélyebb attekintéshez, az
érdekl8dd olvasét a [26] igazitjuk.
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musban a Lagrange-fliggvény nem a kinetikus és potencidlis energia egyszeri kiilonbségeként

jelenik meg, hanem egy explicit id6fiiggo sulyfaktort tartalmaz:

L= (%mxg - U(x)) | (3.6)

Vizsgaljuk meg most a csillapitott oszcillator mozgasegyenleteinek levezetését a Herglotz-

féle variacids elv alkalmazéasaval. Tekintsiik az alabbi Lagrange-fliggvényt:
L=""_y@)-Ls, (3.7)
m

ahol m a részecske tomege, U(x) a potencial, amelyben a részecske mozog, és v a csil-
lapitasi tényezé. Az édltalanositott Euler-Lagrange egyenleteket (3.5) fogjuk haszndlni. Elészor

szamoljuk ki az egyes tagokat

oL au

e d (3.8)
d oL .

oL ~

oG (3.10)

Behelyettesitve a (3.5) egyenletbe megkapjuk a rendszert jellemz§ mozgédsegyenleteket

dU G
= _ L = A1
7~ M mi = 0, (3.11)
dU
T = ——. 3.12
mi + vy o (3.12)

Abban a specidlis esetben, amikor U(x) = %, a fenti kifejezésbol kapjuk, hogy

mi + vyt = —kz, (3.13)

mi + kx + v =0, (3.14)
k

i+ wiz + Li= 0, ahol wy=14/—. (3.15)
m m

A (3.15) egyenlet a csillapitott oszcillitor mozgédsegyenlete. Lathaté tehat, hogy néhany
egyszeril szamitassal a Herglotz-féle variacios elvbol le tudtuk vezetni egy disszipativ rendszer
mozgasegyenleteit.

Mielott alkalmazhatnank a Herglotz formalizmust gravitaciéelméletekben, el6szor ki kell
terjesztentink mezdelméletekre. A fliggetlen idévaltozo t helyett attérink a 3+1 dimenzids
téridé o koordinétéira, az altalanositott ¢(t) koordinatét pedig ¢(z#) mezévé emeljiik. Legyen
YV C M a (Minkowski, sik) téridé6 M egy alhalmaza, amelynek peremét Q2-val, az ehhez tartozé

kifelé mutaté normalvektort pedig 7,-vel jeloljik. Bevezetve az s* hatasslirliséget, a teljes hatds

25



az alabbi formaban irhato fel:

S:/ms“dn_lx:/ﬁus“dnm, (3.16)
Q %

ahol a két alakot a Stokes-tétel alkalmazasaval kapcsoltuk Ossze.

Ebben az esetben a (3.4) kifejezés a kovetkezé format 6lti
a,ll»su - ‘C (gb(x“), @qu(xli)’ 8M7 x#) ) (317)

megfelel6en valasztott peremfeltételek mellett.
A C.1 fliggelékben bemutatott bizonyitdshoz hasonléan, a kovetkezd dltalanositott Euler-

Lagrange egyenleteket kapjuk mezokre

oL oL oL oL
% 30,0 "o ol0.) (3.18)

A fenti Osszefiiggés alkalmazhaté példaul nem-konzervativ elektromégneses elméletek esetén,
melybdl réviden levezethetéek a nem-konzervativ Maxwell-egyenletek.[27] Az elméletet alkal-
maztdk egy elektron mozgésanak leirdsara nem idedlis vezetében, valamint korrekcids tago-
kat vezettek be a ciklotronsugérzas modellezésére, mindezt a Herglotz varidciés elv altal [28].
Emellett levezették a moddositott Poynting-tételt, amelyet a Lorentz-dipél modellre és nagy

ellendllast dielektrikumokra is alkalmaztak.

3.2. Herglotz variacios elv gravitaciéelméletekben

A bevezetében megemlitettiik, hogy korabbi munkak mar alkalmaztédk a Herglotz-elvet gra-
vitacios elméletekben, azonban ezek motivacidja gyakran nem volt vilagos: a disszipaciot sok
esetben mesterségesen vezették be olyan elméletekbe, amelyek eredetileg nem disszipativak.
A 2. fejezet végén hangsilyoztuk, hogy azokban a modositott gravitacios elméletekben, ahol
nemminimalis csatolas all fenn az anyag és a geometria k6zott, az energia-momentum tenzor
kovaridns megmaradasa sériil (lasd 2.1 dbra). Ezt a problémat kivdnjuk megoldani a Herglotz-
féle varidciés elv alkalmazasaval. Célunk, hogy a téregyenletekben megjelend 1j disszipativ
tagokra olyan dinamikai feltételt vezessiink be, amely biztositja az energia-momentum tenzor
kovaridns megmaradasat. Tovabba, egy komoly probléma az f(R,T) elméletekben, hogy az
energia-momentum tenzor nem megmaradé volta, specifikus additiv f(R,T) = fi(R) + fo(T)
fiiggvényekre komoly problémét okoz a kisérleti adatok leirasara [11]. Felmeriil tehdt a kérdés,
hogy a Herglotz kontribicié ezen modelleket tudja-e korrigalni, vagy sem.

Felvezetésként el6szor bemutatjuk a Herglotz formalizmus alkalmazasat az Einstein-féle
altaldnos relativitdselméletben, valamint az f(R) gravitaciéban. Bér ezek az alkalmazdsok

mar megjelentek a szakirodalomban, kutatasunk soran kisebb matematikai pontatlansdgokat
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taldltunk az egyes levezetésekben?, amelyeket jelen dolgozatban korrigdlni és pontositani
kivanunk. Ezt kovetGen a Herglotz-elvet kiterjesztjik az f(R,T) és az f(R,L,,) gravitacios
elméletekre is, bemutatva, hogy milyen feltételek sziikségesek a Herglotz-féle disszipativ tagokra

az energia-momentum tenzor kovarians megmaradasanak biztositasa érdekében.

3.2.1. Herglotz variaciéos elv Einstein-féle altalanos relati-

vitaselméletben

Legyen (M, g) egy n-dimenziés sima (differencidlhaté) sokasag, ahol g Lorentz-metrika. Te-
kintsiik egy tartomanyat a sokasdgnak v C M, amelynek hatarat (2-val jeloljik, és amelynek
egység normalvektor n,, indukalt metrikdja pedig h. Az éltaldnos Herglotz varidcids elvet az

alabbi modon fogalmazhatjuk meg
S(Q) :/nus“\/—hd”_lx: /Vus“\/—gd”a:, (3.19)
Q v

ahol a Stokes-tételt alkalmaztuk. A hatésstirtiség divergencidja az alabbi mddon van meg-
hatarozva
VMSM = *C(xyv Gaps, aagocﬁa Sy)v (320)

peremfeltételek mellett, amelyek el6irjdk, hogy gag €és 0,gap rogzitettek a {2 hatdron.

A rendszert jellemz6 Lagrange-stiriiség
L=FL,+ R+ M\s", (3.21)

ahol L,, az anyagot jellemz6 Lagrange-stiriiség, F' pedig egy csatolasi allandd, mely poten-
cialisan fiigghet a koordinataktol, A, pedig a Herglotz-mezo, amely egy tetszoleges vektormezo,
és a disszipativ egytlitthaté szerepét tolti be.

Varidlva a (3.19) kifejezést a metrikus tenzor szerint, megkapjuk, hogy ds* = 0. Vezessiik
be a kovetkezd mennyiséget ¢ := [ A\, (x)dz*, melynek segitségével (3.20) kifejezés atirhatd a

kovetkezd alakba (részletes levezetés a C.2 fiiggelékben)
[0(s"v/=g)e ] . = e ?0(Rg"" /=g + F(2)Lon/—9), (3.22)

ahol felhasznaltuk, hogy V,(.)v/—g = 0,.(.v/—9)-
Vegyiik a fenti kifejezés integraljat. A bal oldal a Stokes-tétel alapjan nullava valik

2Pontosabban azt szeretnénk kiemelni, hogy a [3] dolgozat téregyenletei, végsé eredményei helyesek, de a
kozbensd matematikai 1épések nem azok, tartalmaznak dgy elirdsi (typing), mint matematikai hibdkat is - ezeket
a hibakat a szerzok megerositették egy levelezés soran.
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(részletekért lasd a C.2 fiiggeléket). Vizsgaljuk részletesebben az egyenlet jobb oldalét

/ed’(RWgW(S\/—g + R/ —969" + /—gg" 6 R, )d" x + /e‘b&(FL’m\/—g)d”x (3.23)

1
/e“b[(RW - Eg“”R) 3" + g" ORI —gd"x + /e“z’é(Fﬁm\/—g)d"x (3.24)
G
/e_d’(g"”éRW + G 09" )/ —gd"x + /6_¢F5(£m\/—g)d"x = 0. (3.25)
A szamitasok elvégzése utan (részletes levezetés a C.2 fiiggelékben) az alabbi eredményhez
jutunk -
/e_¢\/—g5g“”(KW + G — ETW)d”:U =0, (3.26)
ahol bevezettiik a K, tenzort az alabbi definicié szerint K, := A, —gu A, a A, mennyiségeket
pedig, mint Ay, = F (N + Au) = NuAy € A = AL T, = — 2= 00a8n),

A metrikus tenzor varidciéi dgh” tetszOlegesek, melybol megkapjuk az Einstein-féle

téregyenleteket Herglotz-elvbdl

1 F
R‘u,/ — EQW,R + KHV = ETM,. (327)

A klasszikus Einstein-féle téregyenleteket (1.26) visszakapjuk, ha A, = 0 és F = 167G/c*.

Belathaté, ha vessziik a divergencidjat a fenti kifejezésnek

1 F
vH (R,w — 39w B+ KW> = 5 V" T, (3.28)

az energia-momentum tenzor csak akkor fog megmaradni, ha kikotjiik, hogy V# K, = 0, hiszen
belattuk, hogy az Einstein-féle téregyenletekbdl természetesen kovetkezik, hogy az energia-

momentum divergencidja nulla.

3.2.2. Herglotz variaciés elv f(R) gravitidciéban

A 1épések hasonloak lesznek, mint az el6z0 alfejezetben, a kiillonbség abban nyilvanul meg,
hogy a (3.21) Lagrange-stirtiségben a Ricci skaldar R helyett, egy tetszoleges analitikus fliggvényt

vesziink f(R), mely a Ricci skalartdl fiigg. A Herglotz varidcids elvet az alabbi médon definidljuk
S(Q) = / Nus"V—hd" 'z = /Vus“\/—gd":v. (3.29)
Q v

V,.s' = FLp + f(R) + As, (3.30)

kikotve peremfeltételként, hogy gas és 0,gap rogzitettek a €2 hataron.
Varidlva a (3.29) kifejezést a metrikus tenzor szerint, megkapjuk, hogy ds* = 0. Vezessiik

be a ¢ := [ A\, (x)dz" mennyiséget, melynek segitségével (3.30) kifejezés dtirhaté a kovetkezd
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alakba:

[6(s"'v/=9)e™?]u = e ?6(f(R)V =g + F(z)Lnv/~g)- (3.31)
Vegyiik a fenti kifejezés integraljat (lasd C.3 fiiggelék), majd megkapjuk, hogy

/ eSS F(R)=F + FLon/=5)d"

v

_ / (Vg5 (R) + f(R)Sv/=g)d"x + / OPS(Lo/g)d — 0. (3.32)

v 14

Elvégezve a sziikséges szamitasokat (részletes levezetés a C.3 fliggelékben)

/ d"ve™"/=g0g" Ry f'(R) + (900 = Vi Vo) ['(R) + [/ (R) Ky —

1 F

- quv)‘ﬁaﬁ(f/(R)) + )‘uau(f,(R)) + )\l/aﬂ(f/(R)) - §glwf(R> - ETuu]dnaj = 07 (333)

ahol K, = Ay — gl Ay == 2\ + M) — MAA = A 6s f/(R) = LU

A metrikus tenzor varidciéi dg" tetszélegesek, melyb6l megkapjuk az f(R) gravitdcié

téregyenleteket Herglotz-elvbhdl

F(R) Ry — %gu,, F(R) + (gl = VW) f'(R) + Hy = gTw,, (3.34)

ahol a Herglotz-mez6 jaruléka meghatérozas szerint
Hoy o= (R Ky + MO, (R) + M (f(R) - 20, 00° (F(R).  (335)

Ha A\, = 0 és F' = 167 feltételeket irjuk el6, akkor visszakapjuk a korabban levezetett f(R)
gravitacié téregyenleteit (2.11). Emellett ismét azt tapasztaljuk, hogy az energia-momentum

tenzor megmaradésa csak akkor biztositott, ha a Herglotz jarulékra teljesiil, hogy V#H,, = 0.

3.2.3. Herglotz variaciés elv f(R,T) gravitaciéban

A Herglotz varidcids elvet f(R,T) gravitaciéban - az el6z6 alfejezetekben hasonléan - a

kovetkezoképpen definidljuk
S(Q) :/nus”\/—hdnlx = /V”s“\/—gd”x. (3.36)
Q v

Vs = FLy + f(R,T) + \s”, (3.37)

kikotve peremfeltételként, hogy gns és 0,gap rogzitettek a € hataron.
Varidlva a (3.36) hatédst a metrikus tenzor szerint, megkapjuk, hogy ds* = 0. A (3.37) kife-

jezést felhaszndlva és bevezetve a ¢ := [ A, (x)dx" mennyiséget, levezethetd (részletes levezetés
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a C.4 fiiggelékben), hogy

/d”wed’\/—_gég“”[RWfR(R, T)+ (9,0 -V, V) fr(R,T)+ fr(R,T)K,,—

- lew)‘ﬁaﬁ(fR(Rv T)) + )‘HaV(fR<R7 T)) + AV&H(fR(RJ T)) + T,waT(Rv T) + @/wa(R7 T)_

1 F
- §g,ul/f(R> T) - ET,LLV] = 07 (338)
« 0 [e] A - m
ahol ©,, = ¢ B% es T, = _\/%%7 Ky = N — g\ Ny = %(/\u;u + M) —
AuA A = Al

Mivel a metrikus tenzor variaciéi, dgh” tetszolegesek, a Herglotz-féle varidcids elvbdl az

f(R,T) gravitacié téregyenletei a kovetkez alakot dltik:

fR<R7 T>R,ul/_%g;wf(R7 T)+(guulj_vyvu)fR(R, T)+Hw/ = gTuu_TquT(Ry T>_®uufT<R7 T)a
(3.39)

ahol a Herglotz-mez6 jaruléka

Hyy = fr(R.T) K + X0y (fR(R,T)) + MOu(fr(R. T)) = 20,0 30” (fr(R.T)),  (3.40)

fr(R,T) = % . fr(R,T):= % (3.41)

Léathat6, hogy fenndll az ekvivalencia: ha a specidlis esetet tekintjiik, amikor f(R,T) = R,
akkor a Herglotz-formalizmusbdl visszanyerjikk az f(R) gravitacié téregyenleteit (3.34).

Korabban emlitettiik, hogy f(R,T) graviticiéban a nemminimélis csatolds kovetkeztében

az energia-momentum tenzor nem marad meg. Ezen problémat probaljuk meg most megoldani.

Véve a (3.39) téregyenletek divergencidjat és kifejezve az energia-momentum tenzorét (részletes

levezetés C.4 fiiggelékben) a kovetkezo kifejezéshez jutunk

1 1 1
vr, =———\V*H, — - fr(R, ")V, T — =T, V'F + (T, + ©,,)V* fr(R,T
I %“"fT(R,T) Iz 2fT( ) 9 iz +( iz + 1z ) fT( )+
+fr(R, TV, L0 — 29°° fr(R T)V“& (3.42)
T ) v~m g T 5 (")gW@gaﬁ . .

Hasonléan, mint f(R,T) graviticioban, a (3.42) egyenletbdl lathat6, hogy az energia-
momentum tenzor divergencidja nem nulla. Ugyanakkor, lehetdségiink adodik, hogy olyan
dinamikat irjunk el6 a Herglotz-mezonek, melynek kovetkeztében az energia-momentum tenzor
megmaradas fennall.

Kikotve, hogy V#T),, = 0, a Herglotz-mezore kirrétt feltétel:

1 1
V*H,, ZQTWV“F — (T} +0,,)V* fr(R,T) + fr(R,T)V, (§T - Em)

3.43
L. (3.43)

28 TV ——"
+ 29 fT(R7 )V 89”“89“5
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Tehat, amennyiben a (3.43) feltétel teljestl, f(R,T) gravitaciéban az energia-momentum

tenzor megmaraddasa biztositott.

3.2.4. Herglotz variaciés elv f(R, L,,) gravitaciéban

A Herglotz varicios elvet f(R, L,,) gravitdciéban a kovetkezOképpen definidljuk
S(Q) = / nus'V—hd" 'z = /V“s“\/—gd"x. (3.44)
Q v

Vst = f(R, Ly) + A\s”, (3.45)

kikotve peremfeltételként, hogy gns és 0,gap rogzitettek a €2 hataron.
Varidlva a (3.44) hatédst a metrikus tenzor szerint, megkapjuk, hogy ds* = 0. A (3.45) kife-
jezést felhaszndlva és bevezetve a ¢ := [ A, (z)dx* mennyiséget, levezethetd (részletes levezetés

C.5 fuggelékben talalhatd), hogy

[ e Vg0 BB ) + (008 = VTR L) + fBe L) K-

- ZQuV)\BaB(fR<R7 'Cm)) + )‘ual/(fR<Ra 'Cm)) + )\uau(fR<Ra Lm)) + %fﬁm<R7 Em)guuﬁm_

- %fﬁm (Ra ‘Cm)T,uV - %gw,f(R, ,Cm)] ; 07 (346)
ahol
il L) o= L) g g,y o 20U )
1

K =My —gulh, A, = 5()\“;,, +A) — AMAA = AL

Vg ogm

A metrikus tenzor varidciéi 0g"” tetszolegesek, melybdl megkapjuk a Herglotz f(R, L,,)

gravitaciés téregyenleteket:

Frl B L) B+ (908 = V00 R L) = 5 F(R L)~

1
- f»cm(Rﬂ 'Cm)[’m]guy + Hp,y = §f£m(R) Em)Tp,V7 (347)

ahol a Herglotz-mez6 jaruléka
Hyy = fr(R. 1)Ky + X0y (fr(R.T)) + NOu(fr(R, T)) = 29, 2s0° (fr(R. T)).

Az eredményiink ellendrzésére, tekintsiik azt az esetet, amikor f(R,L,,) = f(R) + FL,,.
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Behelyettesitve a (3.47) kifejezésbe

F

PR Ry = 5 F(R) + (900 = VN /(B + Hoo = 5 Th, (3.48)

F'(R) Ry + (9,00 = V,.¥,) ' (R) —

mely megegyezik a korabbi alfejezetben kapott f(R) gravitdcié téregyenleteivel Herglotz-
fomalizmusban (3.34).

Az f(R, L,,) gravitacié fejezetben lathattuk, hogy a nemminimélis csatolds kovetkeztében,
az anyag és geometria kozott, az energia-momentum tenzor nemmegmaradé mennyiség. Vegyik
a (3.47) téregyenletek divergencigjat. Szamitdsok utdn (részletes levezetéshez lasd a C.5

fiiggeléket) arra jutunk, hogy

2 1
pp 2 | _ Z p
VT, Fe (R L) 2(g#,,ﬁm T,,)V*fe, (R, L) +VFH,, | . (3.49)

Az el6z6 alfejezethez hasonléan most is lehetoségiink adddik, hogy olyan dinamikat de-
finialjunk a Herglotz-mezonek, melynek kovetkeztében az energia-momentum tenzor megma-

radasa fennall. Kikétve, hogy V#T,, = 0, a Herglotz-mez6 dinamikéjat leir6 feltétel

1
V*H,, = §(T’“' — 9 L) V¥ fre, (R, Ly,). (3.50)
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4. Kovetkeztetések

Osszegezve munkankat, a disszipativ gravitdciés elméletek lefrasdra alkalmaztuk a Herglotz-
variacios elvet, mely a klasszikus varidciés elv kiterjesztése. Eloszor attekintettiik az altaldnos
relativitdselmélet és egyes mddositott gravitacids elméletek (f(R), f(R,T), f(R, L)) alapja-
it, levezettiik a téregyenleteket, kiilonos figyelmet forditva az energia-momentum tenzor meg-
maradasanak kérdésére. Ramutattunk, hogy anyag-geometria kozotti nemminimalis csatolas
esetén az energia-momentum tenzor nem marad meg kovaridns modon, amely tobb problémat
is felvet. A legkomolyabb probléma az, hogy tobb gravitacids elméletre is ki lett mutatva, hogy
a nemkonzervativitds mértéke komoly korlatoknak van kitéve [11],[12] szinte elhanyagolhatd.
Tovébba, f(R,T) elméletek esetén, specifikus f(R,T) = fi(R) + fo(T) alakokra, ahol fi, fo
fiiggvények, az elméletek nem kompatibilisek a késoi univerzum mérési adataival, amennyiben
fo # 0. Emellett felmeriil a konceptualis kérdés is, hogy mi torténik az energiaval, ha az nem
marad meg kovarians modon. Egy lehetséges értelmezés szerint a nyilt rendszerek termodina-
mikajara hivatkozva az energiat a gravitaciés szektorbdl az anyag szektorba torténo aramlasként
lehet felfogni, amely részecskék keletkezéséhez vagy annihilaciéjahoz vezethet. Ezen részecskék
eredete azonban nem hatarozhaté meg, csak kvantumtérelméleti médszerek altal.

Ezen probléméra athidalasara javasoltuk a Herglotz-varidcids elv alkalmazasat, mely altal ki-
keriilhettiik a kvantumtérelméleti bonyodalmakat. Bemutattuk a Herglotz-formalizmust alkal-
mazasat klasszikus fizikaban, majd altalanositva mezokre alkalmaztuk gravitacidelméletekben
is.

Kiemelt eredményiink, hogy megfelelo dinamikai feltételek kikotésével a Herglotz-
mezore biztositani tudjuk az energia-momentum tenzor megmaradasat még olyan gravitaciés
elméletekben, ahol az alapbdl nem lenne megmaradé. Ezaltal sikeriilt egy konzisztens, klasszi-
kus keretii leirast adnunk az ilyen jellegli rendszerekre, amely a disszipativ jelleg mellett megdrzi
a fizikai torvények alapveto szimmetridit.

A dolgozatban bemutatott formalizmus tovabbi kutatési irdnyok felé is megnyitja az utat.
Az egyik fontos lehetdség a téregyenleteink kiértékelése specifikus metrikédban, és a megfigyelési
adatokhoz val6 hasonlitas. Egy nagyon érdekes nyitott kérdés az, hogy a Herglotz mez6 kont-
ribticidi korrigélni tudjék-e a rossz f(R,T') additiv modelleket. Wazny, Csillag és kollaboratorai
kimutattdk egy publikalds alatt levé cikkben[29], hogy ez az f(R,T) = R + oT tipusi mo-
dellek esetén lehetséges. Nyitott kérdés marad azonban az, hogy mas modellekre, amelyek
additivak, és megjelennek a [11] dolgozatban, ez megvaldsithaté-e, vagy sem. Amennyiben
igen, ez azt jelenti, hogy a Herglotz mez6 korrekcidi rossz modelleket javitani képes, és ugyan-
akkor a sotét energidnak egy geometriai értelmet adhat. Tovabbd, egy érdekes kérdés az is,
hogy léteznek-e szférikus szimmetridban analitikus megoldésai a téregyenleteknek, és ha ezek

megmagyarazhatjak-e a sotét anyagot, a Herglotz mez6 altal.
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Egy kovetkezo lehet6ség, hogy alkalmazzuk a Herglotz-elvet mas geometridkra, ahol a stan-
dard Levi-Civita kovarians derivaltat felvaltjak altalanosabb kovarians derivaltak. Ilyen iranyba
mar megkezdtiik a munkat, tekintve egy olyan geometriat, melyben megjelenik egy altaldnos
vektorialis non-metricitas.

Legvégiil, de nem utolsé sorban, egy érdekes kutatasi teriilet a Herglotz elv alkalmazasa
kvantumos rendszerekre [30][31], amelyek disszipativak. Sejtésiink szerint ez egy Lindblad-
tipusu egyenlethez fog vezetni, de ez még folyamatban levé munka. Bar matematikusok a
Herglotz-formalizmus segitségével absztrakt mdédon vizsgaltak a disszipacié jelenségét kvantum-
mechanikaban, a hasznalt nyelvezet a fizikusok szamara nehezen érthet6. Ezt fogjuk prébélni a

jovoben elérhetobbé tenni, hasonléan, mint a gravitacidelméletekhez valé hozzajarulasunkkal.
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Fluggelék

A. Azonossagok a relativitaselméletben

A.1. A metrikus tenzor determinansanak differencialja

Kezdjiik el6szor a (1.12) Osszefliggés bizonyitasaval. A metrikus tenzor determindnsanak g
differencialja a kovetkezé médon hatarozhatéd meg: Vegyiik a metrikus tenzor g,, komponen-

seinek differencialjat, majd szorozzuk meg az adott komponenshez tartozé A*” minorral

dg = A" dg,,. (A.1)

Ezéltal megkaptuk, hogy a g, komponenshez tartozé minor az aldbbi Osszefliggéssel

szamolhato

dg

AP = .
0,

(A.2)

Linedris algebrabdl tudjuk, hogy a metrikus tenzor g, recikprahoz tartozé g" tenzor kom-
ponensei a kovetkezé médon adhaték meg: meghatérozzuk a g,, komponenshez tartozé mino-

rokat, majd elosztjuk a metrikus tenzor determinansaval:

Am
g = . A3
J (A.3)
Felhasznélva a kapott eredményiinket, az (A.1) Gsszefliggés atirhatd, mint
dg:g.g/“/.dg“y. (A4)
Tovabbiakban hasznaljuk fel, hogy
Gug"" = 0}, (A.5)
Differencidlva az egyenletet
glwdguu + glwdguy =0 (A6)
glwdg,uu = _g,uudglw (A?)

Behelyettesitve a (A.4) kifejezésbe
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dg = —g- g - dg"”, (A.8)

mely a bizonyitand6 osszefiiggésiink volt.

A.2. A Palatini-azonossag

A (1.14) osszefiiggés bizonyitasa a kovetkez6. A Riemann-tenzor definicija

o 6FU)\V aFU)\ T o T o
Apv = Ot - aTVM +T I/)\F ur F,u)\r vT* (Ag)

//////

(SRG — a(érg\u) o a<5ro;\li)

Apv ozxH oxV

+ (5FTV)\)FU/,LT + FTI/}\((SFG/:LT) - (5FTNA)F(LT - FTHA<5FC:/T> (A]'O)

A Christoffel-szimb6lumok altalanos transzforméciojabol tudjuk, hogy a Christoffel-

szimbolumok variacidja egy tenzor. Ezaltal értelmezziik a kovarians derivaltjat

VN<5FJ)\V) = aﬂ(érg)\u) + F(LT&FT)\V - FTMA6FU7'V -1 (SFU)\T (All)

Qv

V,(6T%,) = 8,(T%,) + %617, — [7,80%, — 17, 617 . (A.12)

v

Kivonva egymasbdl a két kovarians derivaltat

0(0r%,)  0(6I,)
OxH ox”

VM (5Fo;\u) _v’/ (5FU)\M) = + (5FTV)\)F(LT+FTV)\ (driLT) - (61—‘7-”/\)1—‘0;7 _FTM)\ (5FUVT) )

(A.13)
ahol felhasznaltuk, hogy a Christoffel-szimbélumok szimmetrikusak az alsé indexeire.
Léathatjuk, hogy a (A.10) és (A.13) osszefiiggések jobb oldala megegyezik, ezaltal tranziti-

vitas révén megkapjuk, hogy

OR%,, = V,u(6T%,) — V,(0T%). (A.14)

Apv

Kontraktalva a fenti sszefliggést (o = p), megkapjuk a Palatini-azonosségot

SRy, = V,(3T%,) — V,(6T7%,). (A.15)

A.3. Az Einstein-tenzor divergenciaja

Az Einstein-tenzor divergenciajanak a meghatarozasahoz sziikséglink van az tin. Bianchi-

azonossara. A Bianchi-azonossdg levezetése lesz a kovetkezOkben bemutatva.
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A térid6 minden P pontjaban létezik egy olyan koordinatarendszer, amelyben teljesiil, hogy
0o 9uv|p = 0, ezéltal fennall a hozzd tartozé Christoffel szimbélumokra, hogy I, [, = 0. Fontos
megjegyezni viszont, hogy ez csak arra a P pontra érvényes, és a kornyezetére nem. Ebben a

rendszerben a Riemann-tenzor az alabbi alakot olti
Rylp = 0kl — O, (A.16)

mivel a sima I" tagok kiesnek (14sd eredeti alakjat az A.2 fliggelékben).

Ciklikusan permutalva az m, k, [ indexeket

R |, = O0nl™ — 0, I (A.17)

imk|p
R, | =aIm" —8,I". (A.18)

ihn|P

Vegyiik ezen oOsszefiiggések parcidlis derivaltjait és adjuk Gssze Oket

Om L%y + OLR"p + Oc Ry, = O (OkIy — O1"iy) + 01Oy, — Okl™5) + Ok (O, — O™y
= 0Ok — OOy, + 0,0, 17, — + — kO™
=0.

Mivel egy lokalisan geodetikus koordinatarendszerben vagyunk, az eredményt altalanositani
kell. A parcialis derivaltakat kovarians derivaltakkal helyettesitve, megkapjuk a Bianchi-

azonossagot altalanos koordinatarendszerben

Hogy maradjunk konzisztensek a jeloléseinkkel, irjuk at a fenti Osszefiiggést

VR + VR, + VR, = 0. (A.20)

Ay App

Kontraktalva (o = v)

—V, Ry, + VoR,, + V, Ry, =0. (A.21)

App

Megszorozzuk az egyenletet a metrikus tenzor inverzével ¢g**
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— VR + 9V Ry, + ¢V, Ry, =0 (A.22)
= V(g F) + V(g Ry,) + Vi )=0 (A.23)
— VR + V(g R%y,,) + =0, (A.24)

ahol felhasznaltuk, hogy a metrikus tenzor kovarians derivaltja nulla.

Tovébb kontraktdlva az egyenletet (p = «)

—V,R, + Vo(g"R’,,,) + VR =0 (A.25)
— V,R, = V,R% +V,R=0. (A.26)

Az els6 két tagot egybe tudjunk ejteni, mivel csak egy szummazasi tagban kiilonb6znek

— 9V, R, + V,R =0 (A.27)
— 2V, R’ + VRS’ = 0 (A.28)
1
v, | R SR | =0 (A.29)
—_———
::Gﬁ
V,Gh =0, (A.30)

Atirhatjuk a kovetkez6 alakba, megkapva, hogy az Einstein-tenzor divergenciaja nulla

V"G, = 0. (A.31)

B. Kiegészités modositott gravitacios

elméletekhez

B.1. f(R) gravitacio

//////

a kovetkezoképpen irhaté fel

OR = 6(Ryug") = Ryu0g™ + g" Ry = Ruwdg™ + g (V,01%,, — V,I"

pu)’

(B.1)
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ahol felhasznaltuk a Palatini-azonossdgot(lasd A.2 fiiggelék).

Idézziik fel a Christoffel-szimbdélumok definicidjat

1 tel
F);u/ = 59)\ (augal/ =+ 8Vga,u - aagup)- (B2)

......

1 1
6F/\/UJ = 5(59)\&)(81190111 + al/ga,u - aag,uu) + Eg)\a(auégau + aufsga,u - aa(sg,uu)

1 1
= 5(5g>\a)<8ugay + al/gozu - aaguu) + 59/\(}[(6”69&” - andgau - P(;y(sgaa)

+(0009an — I'%009on — 19,0900) — (Badgw + 1%,0900 + 1%,0940) + 21%,,0ga0]

1 1
— 5(59)‘6”)(8“9,11, + Oy Gap — OaGu) + §g)‘°‘(Vu5gal, + V690 — Vabgu) + 9°T7,,0gao-

A kovetkezokben az egyenlet utolso tagjat vizsgaljuk meg részletesebben

amo a 1 oa
g/\ F/u/(sgaa = g)\ 59&059 (augoa/ =+ auga,u - aag;w)

1
= _égAagaaégaU(augau + augau - aag;w)

1
- _55359a0(8ugow + 9v9op — OaGuv)

1
- _559/\a(au9au + OvGap — OaGu);

ahol felhasznaltuk, hogy g,,dg"” = —g""dg,, (1asd A.1 fiiggelék).

//////

egyszerusités utan megkapjuk, hogy

1
6P);w = ig)\a(v,u(sgow + VZ/éga,u - vaaguﬂ>’ (BS)

------

1
vp(;f‘plw - §gpavp(vuagow + vuégau - voﬁQuu)

1
- iva(vuégau + vvaga# - vﬂégl“/)

1
= 5(V“‘Vuégow + VV.,0Gau — V*Viabgu)
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1
V,,&Fppu = §gp”vy(vu5gyp + Vp(sguu - Vuégpu)
1
= évp(vu(;g,,p + vp(;gyu - vllégp,u)

1
= S (V*V.8005 + VV,80,, — VV.0g,,).

//////

SR = R,,00" + %g“”[vavﬂdgw + VOV, 000n — VOV G — VIV 1000, — VPV 0000 + VPV 00,
= R,,09" — ¢""V*N o0G, + g""VV 090,
= Ry 09" — VVa(g"0g) + 9" 9"V 1,V 10 gy
= R,,09" + 9wV Vadg" — g" 9V, V., 0™
= R,00" + g VoV adg" — 81UV V09"
= R,,69" + 9,V V*ig" =V ,V,dg".

Tehat, megkaptuk végeredményként, hogy
OR = R,,09" + g,00g"" — V,V, 09", (B.4)

ahol 0 = V,V°.

......

junk ki abbdl, hogy

1

059 = 167G

’ 1 / v ! v
|:f (R)Ruuéglw - §g,ul/(sgwjf(R) + f (R)g;wlj(sgu - f (R)Vuvuégu :| V —gd4:v.
(B.5)
Az integralban megjeleno egyes tagokat atirhatjuk a kovetkezoképpen

o f(R)guD6g" = f (R)guwVaV3" = Va(f (R)guwV*66") — (g Vaf (R))V*6g"
o (guwVaf (R)V*5g" = V(908" Vaf (R)) — 69" (9w VVaf (R))
= £ (R)guw 309" = Va(f (R)guV*0g"™) = V(969" Vaf (R)) + 6" (4 VVaf (R))

o [(R)V,V.0g" = V([ (R)V.,04") — (V.,0g")(V.uf (R))

o (V,og")(V uf( ) = (5ng#f (R) 6g" (V, Vuf( )
= [(R)VuV,09" = V,u(f (R)V.,0g™) = V(69" V uf (R)) + 69" (Vo Vuf (R)).

(
) —

Behelyettesitve az integralba és elhanyagolva a teljes derivaltakat, megkapjuk a keresett
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osszefiiggésiinket

1 , 1 , |
35, = Torgs | |7/ 0wt = S0 1UR) + 600,00 (R) =099, (1) V=ai'a
1 , ) |
3, = 15 | £ IR = () + (3,0 = 9,901 () gy =t B

Utolsé 1épésként pedig bizonyitsuk be a (2.13) kifejezést, azaz az energia-momentum meg-

maradasat. Induljunk ki a téregyenletekre vett divergencidjabol

’

vH [ f(R)R,, — % f(R)gu — (V, V), — gu,0) f’(R)] = 87GV*T,,. (B.7)

Vizsgaljuk meg az egyenlet bal oldalat

VPR = 50 () + (900 = 9,90 (R
=/ (R)V*R,, + R, V"f'(R) — %gm,V”f(R) + 9, V*Of' (R) — V'V, V,['(R)
=f'(R)\V"R,, + R,V"f'(R) — %g#,,f/(R, T)V*R+ V,0f(R) — OV, f(R)

RV (R,W - ;g,,,,,R) + RV F(R) + (V,0 = OV,) f(R)

= [ (R)V G, + R V" f'(R)~ R, V" (R) = 0, (B.)

ahol felhasznaltuk, hogy az Einstein-tenzor divergencidja nulla (lasd A.3 fiiggelék), illetve a
V.0 -0V, = —R,, V* Osszefiiggést, melyet most nem bizonyitunk.

Behelyettesitve eredménytinket a téregyenletekre vett divergenciara, megkapjuk, hogy

V*T,, = 0. (B.9)

B.2. f(R,T) gravitacio

Bemutatjuk, hogy f(R,T) gravitacioban specidlis esetben visszakapjuk az f(R) gravitaci6
téregyenleteit. Idézziik fel az f(R,T) gravitaci6 téregyenleteit

fR(Ra T>R,uzl - %f(R7 T).g,uu + (g/,Ll/D - Vuvl/>fR(R7 T) = 87TTuu - fT(R7 T)T,ul/ - fT(Ra T>@,LLV7

(B.10)

aﬂ a(Taﬁ)

ahol ©,, =g B -

Vegyiik azt a specialis esetet, hogy f(R,T) = f(R). Ezéltal a téregyenlet a kovetkezéképpen
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alakul

Jr(R)Ry, — %f (R)guw + (90 = Vi Vo) fr(R) = 87T, — fr(R, T)T, — fr(R,T)6,, (B.11)

~~
=0

fR(R)R;w - %f(R)gw/ + (g;wD - Vuvl/)fR(R) = 87TT;W (B'12)
f/(R)R,U«V - %f(R)gul/ - (V,uvu - g/u/D>f/(R) = 87TT/11/7 (B13)

mely eredmény megegyezik az f(R) graviticié téregyenleteivel (2.11).
Tovébbiakban bizonyitsuk be, hogy f(R,T) gravitdciéban az energia-momentum tenzor

nem marad meg (2.21). Induljunk ki a téregyenletekre vett divergenciabdl

\% [fR(Ra T) Ry — %g#Vf<R7 T) + (9wt = VuVo) (R, T)} = V¥ 8T —

- HVfT(R7 T) - @/wa(R> T)] . (B'14)

Kezdjiik az egyenlet bal oldaldnak vizsgalataval

v [ (R, T) Ry — %g,w FRT) + (g0 = VuV) frl(R, T)]

— (R, TV Ry + Ry V™ fa(R,T) — %g,wv“ F(R,T) + g V'O (R, T)—
— VIV, V., fr(R,T)

— Fa(RT)V¥ Ry + Ry V¥ fu(R,T) — %gu,, Fa(R,T)V*R ~ L g fr(R,T) VT
+ V,Ofr(R,T) — OV, fr(R, T)

(R, T)V (RW - gHDR) F BV fa(R.T) — 2 gy (R, T)VAT+
+(V,0-0V,) fr(R,T)

= Fa(R 1)V G + BV SR T) = 5000 o (R TV VT =Ry 9 (R T)

1
=— §gu,,fT(R, T)VHT, (B.15)

ahol felhasznaltuk, hogy V*G,, = 0 (lasd A.3 figgelék) és V,0 - 0OV, = —R,, V*.
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Vegyiik most a téregyenletekre vett divergencidanak jobb oldalat

V* 87T — Ty fr(R, T) — O, fr(R, T))]
=87V"T,, — TN fr(R,T) — fr(R, T)V"T,, — 0,,V"fr(R,T) — fr(R,T)V"O,,
=(V*"T) B8 — fr(R.T)) = TwV* fr(R,T) = 0, V¥ fr(R,T) — fr(R,T)V*O,,
=(V*T,,) (87 — fr(R,T)) — T, V" fr(R, T) — ©,,V* fr(R, T)—

— fr(R, T)V* (—QTW + G Lom — Qg“ﬁ%)
=(V"T,w) 87 + fr(R,T)) — (T + ©u)V* fr(R,T) — fr(R,T)V, L+
%L,

29" fr(R, T)VH ———"—
+ g fT( ? )v 8‘9#”89&6,

(B.16)

ahol felhasznaltuk a ©,, = =27, + g, Ly, — 2¢°P agiig’;aﬁ Osszefliggést.

Behelyettesitve eredményeinket a (B.14) kifejezésbe

_ %gw fr(R, T)V'T = (V*T,,) (87 + fr(R,T)) -
0L,

_ — af - mm
(TMV + @MV)vaT(R7 T) fT(Ra T)vuﬁm + 29 fT(Rv T)VM 8guyagoz,8 ’

(B.17)

Kifejezve az energia-momentum tenzor divergenciajat

1

wp
v m 87T—|—fT<R,T)

1
—éfT(R, )YV, T+ (T, +0©,,)V"fr(R,T)+

0*L,,

_ 9408 —
BTVl =29 fr (R D)V 5057 |

(B.18)
ahonnan lathatjuk, hogy f(R,T) gravitacioban V#T,, # 0.

B.3. f(R,L,,) gravitacio

Tovabbiakban levezetjiik az anyagot jellemz6 Lagrange-stirtiség metrikus tenzor szerinti par-

cidlis derivaltjat. Vegyiik az energia-momentum definiciéjat

= — 1
T = o (B.19)
_ 90wy Lw OVy (B.20)

- g Ty=g agr

A masodik tagot a kifejezésben atirhatjuk a kovetkezoképpen

1 0y/=g 1 99  —guw (B.21)

V=g 9g 290 2
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ahol felhasznaltuk dg = —g - g, - dg"” (lasd A.1 fiiggelék).
Behelyettesitve, megkapjuk

oL —g
T, =—2—2_2(, —*
a gt 2
oL,,

Kifejezve az anyagot jellemzo6 Lagrange-stiriség metrikus tenzor szerinti parcidlis derivaltjat

megkapjuk a keresett Osszefliggésiinket

0L, 1 1
Sg = 39wkm = 3T (B.23)

2
Hatramaradt, hogy igazoljuk a correspondenciat, hogy specialis esetben visszakapjuk az

f(R) gravitdcié téregyenleteit. Idézziik fel az f(R, L,,) gravitaci6 téregyenleteit

R;wfR(R7 £m) + (guuD - VuVV)fR(Ra ﬁm) - %[f(Ra £m>_

lfﬁm (Ra ‘Cm)T;uw (B24)

- fﬁm (R, Em)ﬁm]gwf = 9

Vegyiik a specidlis esetet, hogy f(R,L,,) = f(R)/2 + L,,. Ezéltal a téregyenlet a kivet-

kezoképpen fog kinézni

Ry (F(R)24 L) + (98 = VT2 (FR)2 + L) = L (R)/2+ L

— o UR)/2+ L)l = 5 7o (T(R)/2+ L) T GED
R (B)/2+ (0000 = V9, f(R)/2 = S[F(R)/2 4 £on — L] = 5T (B.26)
Ruwf (B) + (000~ V,V.) f'(B) — 5 f(R) = T (B.27)
J(B) By = 31(R) = (V¥ = g0 (R) = T, (B.2%)

mely eredmény megegyezik az f(R) graviticié téregyenleteivel (2.11).
Ami hatramaradt, hogy igazoljuk f(R,L,,) gravitdcibban az energia-momemtum tenzor

nemmegmaraddsat (2.28). Induljunk ki a téregyenletekre vett divergencidbdl

% RuufR(Ra £m) + (g;wD - V“VV)fR(R, 'Cm) - %[f(R7 ﬁm)_

—fo (R L) Lol g] = %w e (R, L) o] (B.29)
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Tekintsiik el6szor az egyenlet bal oldalat

fr(R, Ln)VFR,, + RV fr(R, L) + (VP90 = VIV V) fr(R, L) —
— SR L) + S0 (R L) Lo+ 300 ¥ (R, L)
_ + Ry V* fr(R, L) + (V.0 — OV,) fr(R, L) —
— ST (B L)V Lt S f i (B L)Lt
+ %guucmvufﬁm(R’ L)
= + R V" fr(R, L) =R, NV fr(R, Lin)+
b 50 LV e (R, L)
- b S LV e, (R L)

1
:ﬁguyﬁmvufﬁm (Ra ﬁm); (BSO)

ahol felhasznaltuk, hogy V*G,, = 0 (lasd A.3 fliggelék) és V,0 - 0OV, = —R,, V*.

Behelyettesitve a téregyenletekre vett divergenciara

1 1 1

igw,ﬁmV“fgm (R, ,Cm) = i'fﬁm (R, Em)V“TW -+ §TM,,V“f£m (R, Lm)

1 1

§fﬁm(R7 ﬁm)vMwa = i(gw/ﬁm - Tw/)vufﬁm (Ra ‘Cm) (B.31)

Kifejezve az energia-momentum divergenciajat

2 1
HT v — > v~m T T v a y ~m 9 B32

melybdl lathatjuk, hogy f(R, L,,) gravitdciban az energia-momentum tenzor nem marad meg

VHT,, # 0. (B.33)
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C. Kiegészités a Herglotz variacios elv-

hez

C.1. Herglotz variacios elv a klasszikus fizikaban

Vezessiik le az altalanositott Euler-Lagrange egyenleteket. Induljunk ki a hataselvbol

S'=L(q(t),4(t), S,t). (C.1)

//////

. OL_. OL_ 0L
55 = 5,00+ 5700+ 5505, (C.2)

Vezessiik be a kovetkezo skalarmennyiséget

oL
A= %dt (C.3)

Hasznalva a bevezetett mennyiségiinket, a (C.2) kifejezés atirhaté

d

dt

—(e795) = (g—éq + g—Léq) (C.4)

Kikotve, hogy 6.5 = 0, megkapjuk az altaldnositott Euler-Lagrange egyenleteket

OL doL OLOL

a—q—aa—q—i—%a—q:& (05)

C.2. Herglotz variacios elv a relativitaselméletben

Kezdjiik a (3.22) Osszefiiggés bizonyitdsaval. Induljunk ki a (3.20) egyenletbdl.
st,=F(x)Lm+ R+ As". (C.6)

Ezt atirhatjuk, felhasznédlva, hogy V,(.)/—g9 = 0,(.v/—9)

(*V=9)u = V=9(F(2) L + R+ Aus"). (C.7)
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Varidlva a fenti kifejezést a metrikus tenzor szerint

(V=) 4] =0/ =GR + V=GF (2)L) + 6/ —gAu5")
=S (VG Ruwg™ + G (2)Ln) + MO/ 7G5") + V=g 6(N,)

——
=0

—3(Ryug" /=g + F(2)Lon/=g) + M6(v/=55").

Bevezetve a ¢ := [ \,(x)dz* mennyiséget

[6(s"V=9)e™"] u = e ?0(Ruwg" /=g + F(2) L/~ 9),

mely a bizonyitand6 osszefiiggésiink volt.

Tovabbiakban bizonyitsuk be, hogy az egyenlet bal oldala nulla

[ e = [t =gost + 5y =g) '

v v

SM
:/[e‘b(\/—g&s“ = Egm,\/—gég“")]#d"x

14

Stokgs th. _¢\/E 5sH _ﬁ Sa* dn—l =0
/Qme (\86, 5 I i}) z=0.

Az egyenlet jobb oldalanak a részletes kidolgozasat most bemutatjuk

14

1
/e_d)[(RMV - _g,uVR) 591“/ + guV(SRHV] V _gdnm + /e_d)é(FEm\/ _g)dnx

2 v
G
/6_¢(9HV5R/LV + GW(SQW) V —gdnﬂf + /€_¢F5(£m\/ —g)dnﬂf =0.

Vegyiik sorba az integralban 1évo tagokat. Az elsé tag

/ e g" (6R,,)/—gd"x.

v

//////

9" OR . =g Vo V9" =V, V09"
=09’V oV 309" —V ,V, 69"
=9w9” VoV, 09" —V,V, 0977
=V (99 V09" — V,0977).
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/€¢(Ruugwj5\/ -9 + R,ul/\/ _géguy + V _gg#VéRm/)dnx + /e¢5(F£m\/ _g)dnx

(C.11)

(C.12)
(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)



Megszorozva az egyenletet a /—g-vel

gMV(SR;W V—g= VU(gMVgg’yv’Y(sgwj - V’chga'y) V=g
"R —9 = (99”09 — 0977 )/ ~3l .0 (C.21)

ahol ismét felhasznaltuk, hogy V,(.)\/—g = 9,(.v/—9).
Tehét a (C.16) integralba behelyettesitve

/e_‘z’g“”((SRW)\/—gd"x :/e_‘z’[(gw,g”&g;“v” — 0977V —9gld"x

v v

:/e¢)\g(gw,g‘”5g;‘;” —0g977)V/—gd"x, (C.22)

v

ahol elvégeztink egy parcidlis integralast és felhasznaltuk, hogy g£ rogzitett a peremen.

Ismét vegyiik sorba a tagokat az integralban. Az els6 tag az integralban

/ € NG g” 09/ —gd"x = / e N g b9t /—gd"x

= / e gu N (694 +T%,09" + T4, 09" )/—gd"x
:/e_‘bgw)\mgf‘w”\/—_gd”a: + I

=— /59““(e¢guy/\7\/—_g)ﬁd":c + 1

= / 59" (=€ g AV =gAy + € XL gV =g + € X (gu/—9) 4 )d" T + I

:/d”xég“”e_‘bgw\/—g()ﬂ)w — A1) — /d”xdg“”e“ﬁ)\'y(gw\/ —g) 4+ 1o

=0 + /al"xe‘;5)\'7[—59“”(%1,\/—g)77 + g/ —9(T%,09"7 +T%,)]

=1 + /d”xe_¢A7[—5g“”(gMV\/—g)ﬁ + 29V —gl't,69"].
Felhasznaljuk az aldbbi azonossagokat

O = 217,940, 019" = —go‘“gﬁl’avgaﬁ, O —g = =9I, (C.23)

Behelyettesitve a fenti integralba

[1 + /dnxe¢)\7[—5guu(guyx/ _gn, + V _gguu,'y) + 2gp1/ V _gnyLa(sgyo]

=0 + /d”xe“z’/\V((Sg“”\/—gF;“agW — 209"/ =917, 9o + 20977/ = 9Tl Gy )

v

= / d"z69" e~ gu/—g(A' Ay = X, — T2 \7). (C.24)

v
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Most vegyiik a (C.22) integralbdl a masodik tagot

/ e~/ —gA ST A" = / d"wve”"\/=gAo (097 +T3,09"" +17,09°")

—/d”ace_‘z’\/—_g)\oc;g"fy7 + I

=— /d”x(e_‘b\/—_g)\g),ytsgﬂ + 1

_ / d5(= D™ =GAs + € TG + € A/ =g 067 + Iy
:/d"xe“b\/—_g(/\“)\y - )\#,,,)59‘“’+/d"$e_¢\/—_gFZV/\Uég“”

- / eI =g9"™ (Mhv — A + ATS, )"

Osszegezve, az integral a kovetkezd alakot olti

(C.25)

/e“bg“”(éRw,)\/—gd"x = / d"xe_¢\/—g5g“”[gw,(>\”>\,, -\, - Fia)\“’) — (A — A + /\UFZV)]
—_——— —_———

v v
Vv

= / d"ze %y —=909" (9 (X" Ay = VL A") = (A = VAL
v ——
=—Auw

— /d”xe_‘b\/—gég“”(/\w — gu\)
v N——
:/d”xe_‘b\/—_gég“”KW,

ahol A, = %()\W, + ) — A, A= Aﬁ és K, == N, — g\
Utolsé 1épésként helyettesitsiink be eredményiinket a (C.15) integralba

/e‘z’\/—g(Sg“”(KW +G)d"x + /e‘z’F(S(L'm\/—g)dnx

v

F
—/6_¢\/—g5g‘“’(KW + G — ETﬂy)d”x =0,
ahol T}, = —%%. Megkaptuk tehat a keresett Osszefiiggésiinket.
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C.3. Herglotz variaciés elv f(R) gravitacioban

Vezesstik le a varidlt hatdsintegralunk végso alakjat. Induljunk ki a (3.32) integralbdl.

[ s =g+ FLay =g

v

= [ + (R + [ PSR

v v

:/e_¢\/—_g[f’(R)5R — %guyég“"f(R)]d”m - /e_¢F5(£m\/—_g)d”x =0. (C.27)

v v

Vegyiik az els6 tagot az integralbdl

/ e/ =gf (R)ORd"x. (C.28)

------

J'(R)OR = Ry f'(R)6g" + ['(R)g,uDdg" — f(R)V,V, 09" (C.29)

Hogy kezelhessik a varidlt metrikus tenzor derivaltakat, felhasznaljuk kordabbi

eredményeinket (lasd B.1 fluggelék)

i

F(R) g 059" = Vao(f (R)guwV*69") = V(909" Vo f (R)) + 69" (g, V*Vaf (R)) (C.30)
F(R)V,V,0¢" =V, (f (R)V,6g") — V(69" V. f (R)) + 6g™ (V,V,.f (R).  (C.31)

Behelyettesitve a (C.29) kifejezésbe

F(R)OR =Ry f'(R)3g" + Va(f (R)guV*0g") — V(909" Vaf (R)) + 69" (9,0 V*Vaf (R))+
+ Vu(f (R)V.0g™) = Vo (66" V uf (R)) + 69" (V. V,uf (R)). (C.32)

A (C.28) integralunk tehdt atirhaté, mint

/ e~/ ~gf (R)SRd"x = / =G Ry f'(R) + (9,00 — V,9,) F/(R)0g" d"a+
" / e VG (R) g V5™ )] ol — / GG g8 Vo f ()] sl

v 14

- / G RV, 50" ol + / e G0V uf (R)) . (C.33)

v v

20



Ismét dolgozzunk kiilon a tagokkal. Vegyiik az egyenlet jobb oldalarél a masodik tagot

[ W (R g s = [ e =af (Rlgu Vg s
= /V)\aed’\/—_gf'(R)guyga'BVgég“"d”x = /Ve¢\/—_gf'( )gu,,)\ﬁég“”d"
= [ I (RGN (6 + T + by )0
:/e‘¢\/—_gf'( )g,w)\ﬁ(dg + 21%, 6" )d"x /e“b\/—_gf’( )guy)\’B(Sg“”d”x+[2
__ / 59" (/=g (R)gu\®) s + I

By

+ e f1(R)gu NV =gT% + 2¢ /=g f (RINTY gy )d" + L.

Néhany egyszertisités utan megkapjuk, hogy

/e‘z’[\/—g(f’(R)gWV%g“”)]’ad":c = /(5g“"e¢\/—gf’(R)gW()\5)\5 — )\’% — F%e)\ﬁ)d"x
- / 59" e */=gf'(R) pguA’d"x. (C.34)

Folytatva a harmadik taggal a (C.33) integrél jobb oldalarél

[V 008V () s
= [N Vg (R) (C.35)

v

A negyedik tag a (C.33) integralbdl
/Ve_d’[\/—_g(f'(R)Vﬁg"”)]#d”x = /V)\Me_d’\/—_gf'(R)Vl,(Sg“”d”x
= / e O/ =gf' (R)(0g" + T%,6g"" 4+ Th, g7 )d"x = / A€ /=g f (R)ghy d"x + I

= [ a9 eV (R) s+ T = = [ 59 e V= (R) = A V=5 (R)+
e =g (R)., + M~ f/ (R —gT ) A" + I = /59% V=9 (R)(Nuhv — A + AT )d"
- / 5" A e~/ =g f'(R) od"z. (C.36)

Az utolsé tag pedig a (C.33) integralbdl

/ e V=g (04" Vuf (R))]d"x = / A Oy g8 ' (R) "z (Ca7)
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Eredményeinket behelyettesitve a (C.33) integralba

/ e’/ —gf' (R)ORd"x = I + / 59" e /=g f (R) g (Ms N’ — A?B — T\ d"x

— /5g‘“’e‘¢\/—gaﬁf/(R)gu,,Aﬁd”x— /Ag@‘%/—gguy5g“”86f/(R)d"x—

_ / 59" e~/ =g f (R)(MNudv — A + AT, )d " + / 5g" N\ e~0/— g0, f (R)d"z+

- / \e 0/ =gbg" o, f (R)d"x = I + / 859" e /=g f' (R)[guw(AsA® — N, — TG,N7)—

— (ANuAy = Ay + AT ) d e — 2 / 59" e/ =g 9,uNs0” f'(R)d"z+

/ 59" ¢ =g (1 (R)) + Mu(f'(R))) "z = / 0w/ g6g" Ry J'(R)+

+ (90 = V. V) ' (R) + [ (R) Ky — 29, A30° (f'(R)) + N0 (f(R)) + \0u(f'(R))].
(C.38)

Végiil, megkapjuk, hogy (C.27) integralunk

/dnx€_¢\/—_95g“”[1i’uyf’(3) + (90 = ViV F(R) + f/(R) K —

1

— 20050 (F(R)) + M (B)) + M f/(B)) — S0 (B) = STl =0, (C.39)

2

mely a bizonyitando integralunk volt.

C.4. Herglotz variacios elv f(R,T) gravitaciéban

Vezessiik le a varidlt hatdsintegralunk végsé alakjat. Induljunk ki a (3.37) egyenletbél és

hasznaljuk fel korabbi eredményeinket

/ e ?6(f(R,T)/—g + FLy/—g)d"x

v

— [ R + FRD)SDE s+ [ e FS(L s

v v

= / e/ =glfr(R, T)6R + fr(R,T)5T — %gwég’“’ f(R,T)|d"x + / e PFS(Loy/—g)d"x

v

BT, 1
— [Vl TR + (DR T — S5 BT+ [ FS L)
0. (C.40)
99" Tap) _ . 9(g™) OTap) _ 7 cass _
— W = Taﬁ Ggl“’ + gagw = TQB5H§V -+ @NV = TIW + @wj. (041)
=0
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Felhasznélva a C.3-ban kapott végsé eredményt, a kovetkezo integralt kapjuk

/ e /=g fr(R.T)SRd"x = / d"wve™\/=g0g" (R [r(R. T)+

v v

+ (98 = ViV fr(R.T) + fr(B, T)K,w — 29,0 00° (fr(R. T)) + X0, (fr(R. T)) + N0 (fr(R, T))].
(C.42)

Behelyettesitve a fenti osszefiiggésbe

/dnxe_(b\/__g(;glw[R,uufR(R: T) + (g,ulll:] - v,uvl/)fR<Ra T) + fR(R; T)K,uz/_
- QQMV)‘ﬁaB(fR(Ra T)) + Auau(fR(Ra T)) + )\Vau(fR(Rv T)) + T,uufT(Rv T) + @,quT(Ra T)_

1 F
- §guuf(R7 T) - ETHV] =0. (043)

Tovébbiakban vezessiik le az energia-momentum tenzor divergenciajat. Induljunk ki a (3.39)

téregyenletekre vett divergenciabol

\Y%a {fR(R, TR, — %g,wf(R, T)+(9,0-V, V) fr(R,T)+ HW] =V# {gTw—

- HufT(Rv T) - @,waT<R7 T)] . (644)

Vizsgaljuk meg el6szor az egyenlet bal oldalat

1
% |:fR(R7 T)R;w - ég;wf<R7 T) + (g,LWD - vuvl/)fR(Rv T) + HAW}
1
:fR(R> T)VMR;UJ + RuuvufR(R> T) - égul/vuf(Rv T) + g/WvMDfR(Rv T)_
— VIV, Vo fr(R,T) + V' H,
1 1
:fR(R> T)V#Ryu + R,uuvufR(Rv T) - §g/.LZIfR(R7 T)VMR - §g,LLVfT(R7 T)VMT_'_
+V,0fr(R,T) — OV, fr(R,T) + V*H,,
1 1
:fR(R7 T)Vﬂ (Ruu - 2.(J,U.I/R> + Ruuv“fR<Ra T) - igAWfT(R7 T)VHT—i_
+ (V.0 = OV, fa(R, T) + V' H,,
1
:fR(R7 T)VMGMV + RuuvaR(Rv T) - §g,uufT(R7 T)VMT_R,ul/vufR(Rv T) + VMH;U/

1
= — 39w fr(RT)V'T + V"H,,, (C.45)

ahol felhasznaltuk, hogy V*G),, =0¢és V,00 -0V, = =R, V"

23



Az (C.44) egyenlet jobb oldala pedig a kovetkezéképpen alakul

\%a |:§T;w - T,waT<R7 T) - GquT(Ra T):|

F T .
:§V“TW + %V“F —T,.,V"fr(R,T) = fr(R,T)V"T,, —©,,V"fr(R,T)— fr(R,T)V*O,,

F T,
=(VH*T,,) (2 — fr(R, T)) + 5 VHF =T,V fr(R,T) —©,V"fr(R,T) — fr(R,T)V*O,,

=(V"T,) <§ — fr(R, T)> + %vw — T V" f7(R.T) — ©,, V" fr(R,T)—

0*L
B B _9geB_ T E=m
fr(R, T)V“( 2T + G Lm — 29 aguuagaﬁ)

:<V#TNV) <§ + fT<Ra T)) + %VNF - (Tm/ + @uV)VMfT(R7 T) - fT(R7 T)vu'cm+

O*Lo,

2¢*? fr(R, T)VH ——2
+ g fT( ) ) ag/w@g“ﬁ’

(C.46)

ahol felhasznaltuk a ©,, = =27, + g, L — 29“5(9922”% azonossagot.

Behelyettesitva eredményeink a (C.44) egyenletbe

1 F T
- ég/ﬂ/fT(Ra T>V“T + VNHMV = (v“Tuu> (5 + fT(R7 T)) + %VHF_
*L,,

_ _ aB T =m
(TMV + @,UV)VMfT(Ra T) fT(Rv T)vwcm + 2g fT(R7 T)VM agﬁ“’@gaﬁ :

(C.47)
Utolso 1épésként pedig fejezziik ki az energia-momentum tenzor divergenciajat

1 1
VT, = V*H,, — éfT(R, v, T — éTWV’”F + (Ty +©,,)V! fr(R, T)+

% + fT(Rv T)

+fT(R7 T)vuﬁm - 2gaﬁfT(R7 T) VM

"L ] . (C.48)

ag/“/ﬁgaﬁ

C.5. Herglotz variaciés elv f(R, L,,) gravitaciéban

Kezdjiik a (3.46) kifejezés bizonyitdsdval. Induljunk ki a (3.45) egyenletb6l és hasznéljuk

fel korabbi eredményeinket

/ e 6 (R, L)/ —g)d"x

14

_ / 0 [F(R, Ln)oy/=g + V=90 f (R, Lyn)] d"z

v

= / eid)\/__g |:fR(R7 Em)(;R + fﬁm<R7 Lm)éﬁm - %g;wf(Rv £m>5gl“/:|

oL 1
me o uw
Db~ S0 (R, L)

- / e /=g { Jr(R,Ly)0R+ fr,. (R, L) (C.49)

v
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% = %gwﬁm — %TW Osszefiiggést (lasd B.3 fliggelék) és a (C.38) integralt

(lasd C.3 fiiggelék), megkapjuk a varidlt hatdsra vonatkozé végleges képletet

Felhasznédlva a

/dnx€¢\/__g(5guu[RuufR(R7 Em) + (g,ul/D - V,uvv)fR<R7 Lm) + fR<R7 Lm)K;w_
- QQMV)‘ﬁaﬁ(fR<Ra ‘Cm)) + )‘Mal/<fR(Ra Em)) + )‘Vali<fR(Ra Em)) + %f£m<Ra ‘Cm)g/ﬂlﬁm_

— S Fen (R L) T = 50 f (R, £)] = 0. (C.50)

Végiil vezessiik le az energia-momentum tenzor divergencigjat.Induljunk ki a (3.47)

téregyenletbol és vegyiik a divergenciajat
1
v“ fR(R7 £m)Ryu + (g,uulj - v,uvl/>fR(R7 Em) - i(f(Ra £m>_

1
—fen (R L)L) g + Hy) = VH |:§f£m(R, Em)Tw} . (C.51)
Kezdjiik a bal oldal vizsgalataval

fr(R, Ln)VF Ry + Ry VY fR(R, L) + (VY 9,0 — VIV, V) fr(R, L) —
- %ng"f (R, L) + %guufﬁm(R’ L) V"L + %gw.cmv“fgm(R, Lin) + V' Hyy
_ + RV  fr(R, L) + (V,0 — 0OV,) fr(R, L) —
- %g,w Fe (R, L) V" Lo + %g,wfcm(R, Ly) V¥ Lot

+ %guyﬁmv“fcm(R, L)+ VFiH,,
— + R V¥ fr(R, L) = Ry V" fr(R, L)+

b S0 LV e (B, L) + Y H,
_ + %gﬂycmw fer (R, L) + VP,

1
:ég;w['mvﬂfﬁm (R7 Em) + V#Huzn (C52)

ahol felhasznaltuk, hogy V*G),, =0¢é V,00 -0V, = =R, V"
A (C.51) egyenlet jobb oldala a kévetkezOképpen alakul

1 1 1
v“ |:§f£m (R7 Em)T,UJ/:| = §f£m <R7 £m>vuT/,u/ + iTuyvqu‘,m (R, Em) (C53)
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Behelyettesitve eredményeinket a (C.51) egyenletbe

1 1 1

ég,wﬁmV“fgm(R, Ly,)+V'H,, = 5fﬁm(l%, L,)VHT,, + §TWV“f£m(R, L)

1 1

§f£m(R, L,)VHT,, = i(gw,ﬁm —T)V*fe (R, L) + VP H,,. (C.54)

Kifejezve az energia-momentum divergenciajat

2 1
M - - @ |z —_ H H
VYT, e (R L) 2(g#,,Lm T,)V*fe, (R, L) +VFH,, | . (C.55)
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